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无界停时带跳倒向随机微分方程

解的存在唯一性 (Ⅱ)
 

司徒荣 , 曾爱婷
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要:进一步研究了以无界停时为终端的带跳倒向随机微分方程在非李氏条件下解的存在

唯一性 , 并得到解的收敛定理.还举例说明 , 即使在有限区间情形 , 0≤ c1(t)为可积 , 0≤

c2(t)为平方可积之条件 , 也是不可以减弱的.
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考虑 Rd 中的 BSDE:

xt =X +∫
τ

t∧ τ
b(s , xs , qs , ps , ω)ds -∫

τ

t ∧ τ
qsdws -∫

τ

t∧ τ∫Zps(z) Nk(dsdz), t ≥0 (1)

其中 ,有关符号的定义及假设条件(H1),(H2)见文[ 1] .

1　非李氏条件下解的存在唯一性定理

定理 1　设(H1),(H2)成立 ,且

①b =b1+b2 ,b i =bi(t , x , q , p , ω):[ 0 , ∞)×R
d ×Rd r ×L2Π(·)(R

d)×Ψ※Rd , i =

1 , 2是Ft适应的可测过程 ,使得P-a.s.有|b1(t , x , q , p , ω)|≤c0(t),|b2(t , x , q , p , ω)|

≤c1(t)(1 +|x|)+c2(t)(‖ q‖ +|||p|||),其中 , c
0
3 =∫

∞

0
c0(t)dt <∞;

②  xi ∈ R
d , qi ∈ R

d r ,p i ∈ L2
Π(·)(R

d),(i =1 ,2),〈x1 -x2 , b1(t , x1 , q1 ,p1 , ω)-

b1(t , x2 , q2 , p2 , ω)〉 ≤c1(t)ρ|x1 -x2|
2
+c2(t)|x1-x2|(‖q1 -q2‖+|||p1-p2|||),

|b1(t , x , q1 , p1 , ω)-b1(t , x , q2 ,p2 , ω)|≤ c2(t)(‖q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||),

|b2(t , x1 , q1 ,p1 , ω)-b2(t , x2 , q2 , p2 , ω)〉 ≤c1(t)|x1 -x2|+c2(t)(‖q1 -q2 ‖ +|||p1

-p2|||);

③b(t , x , q , p , ω)关于(x , q , p)∈ R
d
×R

d r
×L

2
Π(·)(R

d
)是连续的;

④X 是 Fτ是可测的 ,且E|X |
2
<∞.

则方程(1)存在唯一解(xt , qt , pt).
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证明 　不妨设 b2 =0(否则 ,因 b2已满足李氏条件 ,故仍只光滑化 b1 ,再作同样讨论).

 u ∈ R
d
,记 Jd(u)=

cd exp - 1 -|u|
2 -1

当|u|<1时

0 当|u|≥1时

其中 ,常数 cd 满足∫RdJ d(u)d u =1 .定义

b
n(t , x , q , p , ω)=∫Rdb t , x -

 x
n
, q , p , ωJ d( x)d x , n =1 ,2 , … .

对(xi , qi , pi)∈ R
d ×Rd r ×L2Π(·)(R

d), i =1 ,2 ,有

　　　|b
n
(t , x1 , q1 , p1 , ω)-b

n
(t , x2 , q2 , p2 , ω)|≤c2(t)(‖ q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||)+

n∫Rd b(t , x , q2 , p2) J d(n(x1 -x))-Jd(n(x2 -x))dx ≤

kn c0(t)|x1 -x2|+c2(t)(‖ q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||) .

故由文[ 1] 定理 2 ,存在唯一解(xnt , q
n
t , p

n
t)∈ H , n =1 ,2 , …,满足

　　xnt =X +∫
τ

t ∧ τ
b
n(s , xns , q

n
s ,p

n
s , ω)ds -∫

τ

t∧ τ
q
n
s dws -∫

τ

t ∧ τ∫Zpns(z) N k(dsdz), t ≥0　(1)n

记 x
n , m
t = x

n
t -x

m
t etc.　 b

n , m
t =b

n
(t , x

n
t , q

n
t ,p

n
t , ω)-b

m
(t , x

m
t , q

m
t , p

m
t , ω).由 Ito 公式得

Yt  E  xn , mt∧ τ
2
+∫

τ

t∧ τ
 qn , ms

2
ds +∫

τ

t ∧ τ
||| pn , ms |||2ds =E 2∫

τ

t∧ τ
 xn , ms  b

n , m
s ds  E(I)

用文[ 2] 定理 1的类似方法可得

I ≤∫
∞

t∫Rd ρ2E  x
n , m
s ∧ τ

2
+2 n

-1 -m-1 2| x |2 +E  x
n , m
s ∧ τ

2
Jd( x)d xc3(s)d s+

　　　　 k(n-1 +m-1).

其中 , c3(s)= k c1(s)+c2(s)
2
, k 为某一足够大的常数.由引理 1 ,得

∫Rdρ2E  xn ,ms∧ τ
2
+2 n

-1
-m

-1 2
| x |

2
Jd( x)d x ≤ρ(2k0 +2)<∞

记ρ1(u)=ρ(u)+u ,由法都定理

lim
n , m※∞

Y t ≤∫
∞

t
ρ2 lim

n , m※∞
E  xn , ms ∧ τ

2
+ lim

n ,m※∞
E  xn , ms ∧ τ

2
c3(s)d s ≤∫

∞

t
ρ1 2 lim

n ,m※∞
Ys c3(s)ds

因而 　　 lim
n , m※∞

Yt =0 ,  t ≥0 (2)

再由 Ito 公式可得

　　　E sup
t≥0

 xn , mt∧ τ
2
≤

　　∫
∞

0∫Rd ρ2E  xn , ms ∧ τ
2
+2 n

-1 -m-1 2| x |2 +E  xn , ms ∧ τ
2
Jd( x)d xc3(s)ds +

　　E  xn ,m0
2
+ k(n-1+m-1)+2E∫

τ

0
 qn , ms

2
+||| p

n , m
s |||

2
d s+2E sup

t≥0∫
t∧ τ

0
 x n , ms  qn , ms dws +

　　2E sup
t≥0∫

t ∧ τ

0 ∫Z xn , ms  p
n , m
s  N k(dsdz) ∑

6

i=1
I
i(n , m) (3)

由控制收敛定理及等式(2),对于 i =2 ,3 ,4 , lim
n ,m※∞

I
i
(n , m)=0

　　　　 lim
n ,m※∞

I
1(n , m)≤∫

∞

0∫Rd ρ1 2 lim
n ,m※∞

E  xn , ms ∧ τ
2

J d( x)d xc3(s)ds =0 ,

由鞅不等式得
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　　 lim
n ,m※∞

I
5(n , m)≤ lim

n ,m※∞
2 lim
T※∞

E sup
0≤t≤T∫

t∧ τ

0
 xn ,ms  q

n , m
s dws ≤2-1 lim

n , m※∞
E sup

t≥0
 xn , mt ∧ τ

2 ,

同理可得 　 lim
n ,m※∞

I
6(n , m)≤4-1 lim

n , m※∞
E sup

t≥0
 x
n , m
t ∧ τ

2
.故由不等式(3)得

　　　　 lim
n ,m※∞

E sup
t≥0

x
n
t∧ τ-x

m
t∧ τ

2
=0 (4)

由式(2),(4)及 H的完备性知存在(xt , qt ,p t)∈ H ,使得:(必要时取子列)

x
n
t(ω)※ xt(ω), 　　在 R

d 中;pnt(ω)※pt(ω), 　　在 L2Π(·)R
d 中;

q
n
t(ω)※qt(ω), 　　在 R

d r 中 , 　　μ-a.e.(t , ω)∈ [ 0 , τ] ×Ψ

又由条件 ③中 b(s , x , q ,p , ω)关于(x , q , p)的连续性及控制收敛定理 ,有

　　　　 b
n
(s , x

n
s , q

n
s ,p

n
s , ω)-b(s , xs , qs , ps , ω) ≤

∫Rd b(s , xns - x ·n
-1 , qns ,p

n
s , ω)-b(s , xs , qs , ps , ω) Jd( x)d x ※0

因而在(1)n 式中 ,令 n ※∞,可得(xt , qt , p t)是(1)的解.解的唯一性由文[ 1] 定理 1推出.

2　解的极限定理

定理 2　设 τ为 Ft 停时 ,(H1),(H2)成立 ,且对 n =0 ,1 ,2 , …

① b
n(t , x , q ,p , ω):[ 0 , ∞)×Rd ×Rd r ×L2Π(·)(R

d)×Ψ※Rd是Ft适应的 ,且P-a.s.

有 〈x , bn(t , x , q , p , ω)〉 ≤ c1(t)|x|(1+|x |)+c2(t)|x|(‖q ‖ +|||p|||);

②  (xi , qi , pi)∈ D  Rd ×Rd r ×L2Π(·)(R
d), i =1 ,2 , P -a.s.

〈x1 -x2 ,b
0(t , x1 , q1 , p1 , ω)-b

0(t , x2 , q2 , p2 , ω)〉 ≤

c1(t)ρ|x1 -x2|
2
+c2(t)|x1 -x2|(‖q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||);

③X
n
∈ Fτ, 且 lim

n ※∞
E|X

n
-X

0
|
2
=0 , E|X

n
|
2
<∞;

④存在 k >0 ,使 lim
n※∞

sup
(x , q , p)∈D
ω∈ Ψ
∫
τ

0
|b

n
(t , x , q , p , ω)-b

0
(t , x , q ,p , ω)|

2
e
kt
dt  

lim
n※∞

Jn =0.若(x
n
t , q

n
t , p

n
t), n =0 ,1 ,2 , …是下面 BSDE的解

x
n
t ∧ τ=X

n
+∫

τ

t ∧ τ
b
n
(s , x

n
s , q

n
s , p

n
s , ω)d s-∫

τ

t∧ τ
q
n
s dws -∫

τ

t ∧ τ∫Zp
n
s(z) N k(dsdz), t ≥0.

则 　　　 lim
n※∞

E sup
t≥0

x
n
t ∧ τ-x

0
t ∧ τ

2
+∫

τ

0
‖qns -q

0
s ‖

2 +|||pns -p
0
s |||

2
ds =0 (5)

证明 　记  xnt = x
n
t -x

0
t , etc. b

n
t =b

n(t , xnt , q
n
t , p

n
t , ω)-b

0(t , x0t , q
0
t , p

0
t , ω).

因 　2 xns b
n
s =2(xns -x

0
s) b

0(s , xns , q
n
s , p

n
s , ω)-b

0(s , x0s , q
0
s , p

0
s , ω)+

2(x
n
s -x

0
s) b

n(s , xns , q
n
s , p

n
s , ω)-b

0(s , xns , q
n
s , p

n
s , ω) ≤

4 c1(s)+c2(s)
2 +e-ks ρ1  xns

2
+2

-1 ‖ qns ‖
2 +||| pns |||

2
+

b
n(s , xns , q

n
s ,p

n
s , ω)-b

0(s , xns , q
n
s ,p

n
s , ω)

2
eks

所以 　Int  E  xnt∧ τ
2
+

1
2∫

τ

t∧ τ
‖ qns ‖

2 +||| pns |||
2
ds ≤

E|Xn -X 0|2 +4∫
∞

t
c1(s)+c2(s)

2
+e

-ks
ρ1(I

n
s)ds +Jn

由文[ 1] 引理 1 ,可得 　ρ1(I
n
t)≤ρ1(4 k 0)<∞.
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所以 　　 lim
n※∞

I
n
t ≤4∫

∞

t
(c1(s)+c2(s)

2 +e-ks)ρ1(lim
n ※∞

I
n
s)ds

其中 , ρ1(u)=ρ(u)+u.则由文[ 3] 知

　　　　 lim
n※∞

I
n
t =0 ,  t ≥0

再对正向 SDE用 Ito 公式 ,与上述讨论类似地 ,可得

E sup
t≥0

 xnt∧ τ
2
≤E  xn0

2
+4∫

∞

0
(c1(s)+c2(s)

2 +e-ks)ρ1 E  xnS ∧ τ
2
ds +

3
2 E∫

τ

0
‖ qns ‖

2 +||| pns |||
2
d s+J n +2E sup

t≥0∫
t∧ τ

0
 x
n
s q
n
sdws +

2E sup
t≥0∫

t∧ τ

0 ∫Z xns pns(z) Nk(dsdz)
故与定理 1的讨论类似 ,得 lim

n ※∞
E sup

t≥0
x
n
t∧ τ-x

0
t∧ τ

2
=0 .结合 lim

n※∞
I
n
t =0 ,  t ≥0得(5)式

成立.

定理 3　设 τ为 Ft 停时 ,(H1),(H2)成立 ,且对 n =0 ,1 ,2 ,3…

①  (xi , qi , pi)∈ D  R
d
×R

d r
×L

2
Π(·)(R

d
), i =1 ,2 , P -a.s.

〈x1 -x2 ,b
n(t , x1 , q1 , p1 , ω)-b

n(t , x2 , q2 , p2 , ω)〉 ≤

c1(t)ρ|x1 -x2|
2
+c2(t)|x1 -x2|(‖q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||);

②与定理 2中的 ③相同;

③ lim
n※∞

b
n
(t , x , q , p , ω)=b

0
(t , x , q , p , ω), 　P -a.s;

④存在 k >0 ,使得 b
n
(t , x , q , p , ω) ≤e

-ks
.

则定理2的结论仍然成立.

定理 3之证明与定理 2是类似的 ,兹从略.

最后 ,在此举例说明 ,即使在 τ≡T >0 , T为常数的情形 ,0 ≤c1(t)为可积 ,0 ≤c2(t)

为平方可积之条件 ,也是不可以减弱的.

例 　(条件∫
T

0
(c2(t))

2
dt <+∞不可以减弱).设 Π(U)<+∞,0 <T 为常数.记 qs =

s
-1/3

Is≠0 , ps(z)= IU(z)Is≠0 s
-1/3 , c2(s)= s

-3/ 4
Is≠0 , X =∫

T

0
 qsdws +∫

T

0∫Z ps(z) Nk(ds ,dz).
易知 ,对于 BSDE:

　　　　xt =X +∫
T

t
c2(s)|qs|ds -∫

T

t
qsdws -∫

T

t∫Zps(z) N k(ds ,dz),  t ∈ [ 0 , T] (6)

若它存在解 ,则必须是:

　　　　xt =∫
T

t
s
-(3/4+1/3)

Is≠0ds +∫
t

0
 qsdws +∫

t

0∫Z ps(z) N k(ds ,dz), qt = qt , pt = pt.
但此时 , 却有 Ex 0 =∫

T

0
s
-13/12

Is≠0ds =+∞.这是不合理的 , 故方程(6)无解.然而 , 若令

c2(s)=Is≠0 s
-α, α<1/2 ,则方程(6)存在唯一解.

类似地 ,容易举例说明条件∫
T

0
c1(s)d s <+∞不能减弱 ,以及在定理 1之条件下解存在

的例子.为节省篇幅 ,兹从略.
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On Solutions of BSDE with Jumps and with

Unbounded Stopping Terminal

SITU Rong
 
, ZENG Ai-ting

Abstract:For backward stochastic differential equation with jumps and with non-Lipschitz coefficient

the existence and uniqueness of an adapted solution is obtained under the condition of unbounded stop-

ping time.And convergence theorems of solutions to BSDE are derived.An example is also given to

show that conditions∫
T

0
c1(s)ds <+∞ and∫

T

0
(c2(s))

2ds <+∞cannot be weaken even if the

stopping time τ≡T>0 is a constant.

Keywords:backward stochastic differential equation;Ito′s formula;non-Lipschitz condition;conver-

gence theorem;stopping time
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