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关于Weinstein猜测的一个注记
 

胡建勋
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要:当辛流形的某些 Gromov-Witten 不变量非零时 , 可以证明 Weinstein 猜测.利用 Gro-

mov-Witten 不变量的 Blowup 公式证明了某些辛流形的 Blowup具有非零不变量 , 从而证明了We-

instein猜测成立.
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设(M , ω)为紧致连通辛流形.即 ω为非退化的闭 2-形式.M 中的超曲面S 称为 con-

tact型的 , 如果在 S 的邻域u 上存在向量场X 满足 ①X 横截于S 且 ② LXω=ω.对于辛

流形 M中的任意超曲面S ,存在 S 的一维特征分布ξ※S ,对 x ∈ S ,其纤维为

　　　　ξa ={vx|vx ∈ TxS , ω(vx , ux)=0 ,  ux ∈ TxS}

Weinstein[ 1]提出了如下猜测:若 S为紧致 contact型超曲面 ,则S上至少存在ξ的一个闭

轨道.

Weinstein猜测首先由Weinstein[ 1] 和 Rabinowitz[ 2] 对(R2n , ω0)中的凸或星形超曲面证

明.Viterbo[ 3]对(R2n , ω0)中的 contact型超曲面证明了该猜测.Floer 等[ 4] 证明了在条件

π2(M)=0下(M ×R2n , ω⊕ω0)中Weinstein猜测.Hofer等[ 5]证明了某些紧致辛流形中的

Weinstein猜测成立 , 并指明可以应用亏格为零的 J-全纯曲线或扰动 J-全 纯曲线来证明

Weinstein猜测 , 而且以 d-指标理论的形式将这一思想定量化.但具有负指数的多重覆盖

J-全纯球面的横截性困难使得他们的方法很难应用到更一般的流形.

人们通过近 10年的探索终于获得关于 J-全纯曲线更好的理解.关于 Floer同调群理

论及 Gromov-Witten 不变量的最新进展[ 6]克服了横截性的困难 , 从而使得 Gromov-Witten 不

变量应用到Weinstein猜测的证明成为可能.为此 , 先回忆一下 Gromov-Witten不变量的定

义.给定 A ∈ H2(M , Q),带(n +2)个标记点的Gromov-Witten不变量定义为同态

　　　　 ΧMA , g , n+2:H＊( ΜA , g , n+2 , Q)×H＊(M , Q)
n+2 ※Q

其中 ,  ΜA , g , n+2为代表 A且亏格为 g 的带(n +2)标记点的稳定映射的模空间的 Deligne-

Mumford紧致化.
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引理 1①　假定M 中超曲面S 分离M ,即存在子流形M-和M+具有共同边界 S 且满足

M-∪ M+=M ,M-∩ M+=S .如果存在 A ∈ H2(M , Z), α+ , α-∈ H＊(M , Q)使得

(1)supp(α+) M+ S , supp(α-) M- S ;

(2)Gromov-Witten不变量 ΧA , g , n+2(C;α- , α+ , β1 , … , βn)≠0

则 S 上至少存在ξ的一个闭轨道 .

在代数几何中 , Blowup已经成为一类基本的手术.人们通过对流形作 Blowup手术来

获得新的流形 , 因此 Blowup现在已成为辛几何中一类非常重要的手术倍受人们重视.用

p: M ※M 记自然Blowup投影.作者曾仔细研究过Gromov-Witten不变量在 Blowup手术下的

变化并证明了一系列 Gromov-Witten不变量的 Blowup公式.设 E   M 为例外除子.e 为除

子E 中的一直线类.作者②证明了

引理 2　如果 A ∈ H2(M , Z), α1 , … , αn ∈ H＊(M , Z),则

　　ΧMA , 0 , n+1([  Μ] ;α1 , …, αm , [ pt ])= Χ
 M
P !(A)-e ,0 , n([  Μ] , p !(α1), … ,P !(αn)),

其中 ,p !记 PDp＊PD.

利用该结果可以证明以下定理.

定理　假定  M 中的超曲面S 分离 M ,即存在子流形  M-和  M+具有共同边界 S 且 M-∪

 M+= M ,  M-∩  M+=S .如果存在 A ∈ H2(M , Z), α+ , α-∈ H＊(M , Q)使得

(1)supp(p !(α+))  M+ S , supp(p !(α-))  M- S;

(2)ΧMA , 0 , n+3([  Μ] ;α1 , …, αn ,[ pt])≠0

则 S 至少存在一个闭轨道.

证明　由条件 (2)及引理 2有 Χ Mp !(A),0 , n+2([  Μ] , p !(α+), p !(α-), p !(α1), …, p !

(αn))≠0.由于  M中超曲面S , p !(α+),p !(α-)满足引理 1的条件.因此 , 由引理 1可知

定理成立.

例1　对 CP
2.设 L =[ CP1] ∈ H2(CP

2 , Z), 由于在 CP
2中仅有 1条二次曲线通过 5

点 , 因此有

　　　　 ΧCP
2

2L ,0 ,5([  Μ] , [ pt] , [ pt ] , [ pt ] ,[ pt] ,[ pt])=1

不难由定理1看出CP
2
中的Weinstein猜测成立.

例2　对 CP
3
.设 L =[ CP

1
] ∈ H2(CP

3
, Z), 不难验证

　　　　 ΧCP
3

2L ,0 ,5([  Μ] , [ pt] , [ pt ] , [ pt ] ,[ line] , [ line])=1

由定理1可知CP
3中的Weinstein猜测成立.
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A Remark on Weinstein Conjecture

HU J ian-xun
 

Abstract:The Weinstein conjecture holds provided that some Gromov-Witten invariants are nonzero.

Using the blowup formula of Gromov-Witten invariant , the author proves the blowups of some symplec-

tic manifolds have nonzero Gromov-Witten invariants.Therefore , the Weinstein conjecture is true.

Keywords:Gromov-Witten invariant;blowup;Weinstein conjecture
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