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分数次积分算子的交换子的 H
1有界性

 

许　明
(中山大学数学系 ,广东 广州 510275)

摘　要:用小波分析的方法 , 证明了分数次积分算子的交换子的 H
1
有界性 , 即‖ fI

α
(g)-

gIα(f)‖H
1 ≤ C‖ f‖ p‖ g‖ q ,其中 , 1 < p , q <∞, 1/ p +1/ q =1 +α, 0 <α<1 .
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Coifman等[ 1]证明了在T是卷积型奇异积分算子时 , 若b ∈ BMO(R),则交换子C(f)=

[ b , T] f =bTf -T(bf)是 L
p
有界的 ,1 <p <∞.反之 ,若Cj =[ b ,R j] j , j =1 ～ n ,是 L

p

有界的 , Rj 是 Riesz变换 ,则 b ∈ BMO.由于(H
1
)
＊
=BMO(R

n
),所以上述结果也可以表达

成 , gT(f)-fT
＊
(g)∈ H

1
,  f ∈ L

p
, g ∈ L

q
,1 <p <∞,1/ p+1/ q =1 .Deng等

[ 2]
用小

波分析的方法对 fTg -gT
t
f证明了类似的结果 ,其中 T 是弱核条件下C-Z 算子.本文正是在

此基础上 ,把结果推广到了分数次积分算子上 ,给出了 Chanillo 定理[ 3] 的一个小波证明.

为叙述简单 ,只在一维空间中讨论 ,高维情形类似.

1　引理及主要结果

本文要证明的结果为以下定理.

定理 　‖ fIα(g)-gI
α(f)‖H

1 ≤C ‖ f ‖p ‖g ‖q ,其中 , I
α是分数次积分算子 ,1 <p ,

q <∞,1/p +1/ q =1+α,0 <α<1 .我们熟知的分数次积分算子是

I
α
f(x)=C/ γ(α)∫R|

f(y)
|x -y|1-α

dy , 0 <α<1

其中 , γ(α)=π1/22αΓ(α/2)/Γ(1/2-α/2).

引理 1[ 4]

(1)如果0 <α<1 , 1 <p1 , p2 <∞, 1/ p2 =1/p1-α,则 I
α是L

p
1到 L

p
2 的有界算子.

(2)如果0 <α<1 , 1 <p1 , p2 ≤1 , 1/ p2 =1/p1 -α,则 I
α是H

p
1到 H

p
2 的有界算子.

设 φ, ψ分别是 1-正则的尺度函数与小波函数 ,且都是紧支的 , suppφ [ -2M ,2M] ,

suppψ [ -2M ,2M] ,M >0 .
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引理 2[ 5] 　

(1)f ∈ L
p(R),1 <p <∞当且仅当 f = ∑

jk

 f , ψjk ψjk , α(j , k)= f , ψjk ,并且 　

∑
j , k
α2(j , k)ψ2jk(x)

1
2 ∈ L

p 　或 ∑
j , k
α2(j , k)χ2jk(x)

1
2 ∈ L

p

(2)f ∈ H
1(R),当且仅当 ∑

j , k
α2(j , k)χ2jk(x)

1
2 ∈ L

1 或 ∑
j , k
α2(j , k)ψ2jk(x)

1
2 ∈ L

1 ,

其中χjk =2
j/2χ(2jx -k), χ是[ 0 ,1] 的特征函数.

定义 1[ 2] 　设-∞<α<+∞,0 <p , q ≤∞, φν, ν∈ Z ,是定义在 R
n上的函数族 ,满

足条件φν ∈ D(R
n
), supp φν {ξ∈ R:1/2 ≤2

-ν
|ξ|≤2}, | φν|≥ c >0 ,3/5 ≤2

-ν

|ξ|≤5/3 ,| α φν|≤Cα2
-ν|α|, |α|≥0 ,定义齐次Triebel-Lizorkin空间 ﹒Fα, qp :称 f ∈ ﹒Fα, qp ,

如果 ‖ f ‖ ﹒Fα, q
p
= ∑

ν∈ Z
2
να
|φν＊f(x)|

q 1/ q

p <∞.

L
p =﹒F0 ,2p 是已知结果 ,另外可以用小波刻划 ﹒F

α,2
p 如下引理 3.

引理 3
[ 5]
　设 1 <p <∞, -1 <α<1 ,则 f ∈ ﹒F

α,2
p 当且仅当它的小波系数α(j , k)=

 f , ψjk 满足 ∑
j , k
(α(j , k)2

jα
)
2
2
j
χ(2

j
x -k)

1
2 ∈ L

p
(R),其中{ψjk}是1-正则的小波基 ,或者

当且仅当 ∑
j , k
(α(j , k)2 jα)22 jψ(2jx -k)

1
2 ∈ L

p(R)

引理 4(嵌入定理)[ 6] 　设 0 <p0 ,p1 <∞,0 <q ≤∞,0 <r ≤∞且 -∞< s1 <s0

<+∞,则 ﹒Fs
0
, q

p
0
 ﹒Fs

1
, r

p
1
(R),其中 , s0 -1/p0 = s1 -1/p1.

2　定理的证明

利用投影算子 Qj =Pj+1 -P j对函数进行非标准分解 ,可得

fg =B2(f , g)+B3(f , g)+B1(f , g)+B 1(g , f)

其中 , B1(f , g)= ∑
j

PjfQjg = ∑
j , k , k′
 α(j , k)β(j , k′)φjk(x)ψjk′(x),B 2(f , g)= ∑

j
∑
k≠k′
α(j ,

k)β(j , k′)ψjk(x)ψjk′(x), B3(f , g)= ∑
jk

α(j , k)β(j , k)ψ2jk(x), α(j , k)= f , ψjk , β(j , k)

= g , ψjk , α(j , k)= g , φjk , β(j , k)= g , φjk .

由上述分解 ,可得

f I
α(g)-g , Iα(f)=B1(f , I

α(g))+B1(I
α(g), f)+B2(f , I

α(g))+B3(f , I
α(g))-

B1(g , I
α(f))-B1(I

α(f), g)-B2(g , I
α(f))-B3(g , I

α(f))

引理5[ 7] 　 ‖B1(f , g)‖H
1 ≤C ‖ f ‖p ‖g ‖p′, ‖B 2(f , g)‖H

1 ≤C ‖ f ‖p ‖g ‖p′,  f

∈ L
p
, g ∈ L

p′
,1/ p +1/p′=1 ,1 <p , p′<∞.

推论 1　‖B1(f , I
α
g)‖H

1 ≤ C‖ f ‖p ‖g ‖q , ‖B2(f , I
α
g)‖H

1 ≤ C‖ f ‖p ‖g ‖q ,

 1/ p +1/ q =1+α,1 <p , q <+∞.

由推论1可知要证明定理 ,只需证明B(f , g)=B 3(f , I
α(g))-B3(g , I

α(f))满足定理

的结果即可.对 I
α进行非标准分解 ,可得

I
α
=∑

+∞

-∞
P jI
α
Qj +∑

+∞

-∞
QjI
α
Pj +∑

+∞

-∞
QjI
α
Qj = I

α
1 +I

α
2 +I

α
3

11第 4 期　　　　　　　　许　明:分数次积分算子的交换子的 H1有界性



I
α
1 , I
α
2 , I
α
3的分布核分别为:

K1(x , y)=∑
j , k , l

a(j , k , l)φjk(x)ψjl(y), 　　　a(j , k , l)= I
α
ψjl , φjk ,

K2(x , y)=∑
j , k , l

b(j , k , l)ψjk(x)φjl(y),其中 , b(j , k , l)= I
α
φjl , ψjk ,

K3(x , y)=∑
j , k , l

c(j , k , l)ψjk(x)ψjl(y), 　　　a(j , k , l)= I
α
ψjl , ψjk .

引理6　在上述假设下 ,有|a(j , k , l)|≤C2-jα/(1+|k -l|)3-α, b(j , k , l), c(j , k , l)

类似.

证明 　只证a(j , k , l)的情况 ,其它类似.

a(j , k , l)=∫ψjlφjk/ |x -y|1-αdxdy

(1)|k -l|≤52
M
,利用引理可得

|a(j , k , l)|≤C2-j(1/2-1/ p)2 j(1-2/ -1/ q)≤C2-jα

(2)|k -l|>52M ,此时 φjk与ψjl 不相交 ,则利用 ψ的一阶消失性 ,可得

|a(j , k , l)|=∫2-jα 1
|x -y +k -l|

-P(x , y) ψ(y)φ(x)dxdy

其中 ,P(x , y)是
1

|x -y +k -l|
的一阶泰勒展开式 ,

P(x , y)= ∑
0≤k≤1

D
k(g)(x +k -l)

k !
y
k ,则

|a(j , k , l)|=∫2-jα 1
|x -y +k -l|

-P(x , y) ψ(y)φ(x)dxdy ≤

C∫2-jα 1
|x +k -θy |

y
2|ψ(y)φ(x)dxdy ≤

C2
-jα
|k -l|

3-α∫y 2|ψ(y)|dy ≤C2
-jα
/ |k -l|

3-α
,0 <θ<1 , |x -θy |≤42

M

引理 7　∑
k

a(j , k , l)=0.

证明 　对于尺度函数 ,可以有∑
k

φ(x -k)= c ,另外可以设φ(x)>0 ,由引理 6知道

∑
k

|a(j , k , l)|<∞,由此有∑
k

a(j , k , l)= c2j/2∫Iα(ψjl)d x.
由引理 2的(2), Iα(ψjl)∈ H

p ,对于某个 0 <p ≤1 ,由 H
p 空间的函数的消失性 ,可知:

∫Iα(ψjl)d x =0 ,所以∑
k

a(j , k , l)=0 .证毕.

设　　　aR(j , k , l)=

a(j , k , l) 2R ≤|k -l|<2R+1

- ∑
m:2R ≤|m-l|<2R+1

a(j , m , l) k =1

0 其他

引理 8　上述假设下 , B
(1)
R (f , g) ≤CR

2+|1/ q-1/ 2|2-R(1-α)‖ f ‖p ‖ g ‖q ,其中 , 1/ p +

1/q =1+α,1 <p , q <∞,另外 A(R)=sup
j , l ∑

k:2 R≤|k-l|<2R+1
{|a(j , k , l)|+|a(j , l , k)|}.

证明 　B
(1)
R (f , g)=∑

j>j′
∑
kl

α(j′, k′)β(j , l) ∑
k

aR(j , k , l)φjk , ψ′j′k (ψ
2
j′k′-ψ

2
jl).这是
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因为当且仅当j >j′, φjk , ψ′j′k ≠0 ,又由于 φ, ψ有紧支集[ -2
M ,2M] ,所以存在 k , k′满足

2 j-j′(k′-2M)-2M ≤ k ≤2j-j′(k′+2M).

在文[ 7] 中 ,已知 ‖ψ2j′k′-ψ
2
jl ‖H

1 ≤C(|j -j′|+log(2 +|k -l|)),因此

B
(1)
R (f , g) H

1 ≤C ∑
0<j-j′≤R

+ ∑
j-j′≥R+1

∑
k′l
|α(j′, k′)β(j , l)|.

 ∑
k

aR(j , k , l)φjk , ψ′j′k .(|j -j′|+log(2+|k -l|))= I +II .

设∫g jl(x)dx =∫
x

∞
∑
k

aR(j , k , l)φ(y -k)dy , ‖g jl ‖∞ ≤A(R), supp gjl  [ l-2
R+1
-2

M
,

l +2R+1 +2M] , ∑
l

g jl(x) ≤C2 j-j′A(R),

由于 2R ≤|k -l|<2R+1 , j -j′≥R +1 ,则|j -j′|+log(2+|k -l|)≤R +1 ≤|j-

j′|,故

II ≤ ∑
j-j′≥R+1

∑
k′l
|α(j′, k′)β(j , l)|<g jl , ψ′(2

j-j′
y -k′)>2

j-j′
2
3
|j -j′|≤

∑
∞

m=R+1
m2-

3
2 m∫R ∑j′k′lα

2(j′, k′)χ2j′+m , l
p
2dx

1
p
.

∫R ∑j′k′l β
2(j′, k′)| gj′+m , l , ψ′(2

-m
y -k′) |χ2j′+m , l

p′
2 dx

1
p′
≤

∑
∞

m=R+1
m2

-3
2
m
IImII′m

由引理6 ,易知A(R)≤ C2
-jα

2R(2-α)
,又因为∑

k′
ψ′(2-my -k′)≤ c ,有

II′m ≤C2-R(1-α)∫R ∑j′l β
2(j′+m , l)2-2jαχ2j′+m , l

p′
2dx

1
p′
≤C2-R(1-α)‖g ‖﹒F-α, 2

p′
.

又由引理 4 ,可得II′m ≤C2-R(1-α)‖g ‖ ﹒F0 ,2
p′
,其中 ,1/p +1/ q =1 +α.

又因为 supp∑
l

χ(2
j′+m

x -l) 
k′-2R-(m-1)

2j′
,
k′+2R-(m-1)

2j′
,

IIm ≤2
m
2∫R ∑j′k′α

2(j′, k′)χ2j′, k′-1
q
2dx

1
q
+2

m
2∫R ∑j′k′α

2(j′, k′)χ2j′, k′
q
2dx

1
q
≤2

m
2 ‖ f ‖p.

故 II ≤C ∑
∞

m=R+1
m2-m-R(1-α)‖ f ‖p ‖ g ‖q ≤C2-R(1-α)‖ f ‖p ‖ g ‖q.

现在估计 I ,注意到|j -j′|+log(2+|k -1|)≤CR ,有

I ≤CR ∑
R

m=1
∑
j′∫R ∑k′, l α(j′, k′)β(j′+m , l)·

 ∑
k

αR(j′+m , k , l)φj′+m , k , ψ′j′k′ ψ
2
j′k′dx ≤

CR ∑
R

m=1
2-mα∫R ∑j′k′α

2(j′, k′)2-2j′αψ2j′k′
1
2 ≤

CR ‖ f ‖ ﹒F-α,2
q ∑

R

m=1
2
-mα

2
-m(1/2-1/ q)∫R ∑j′k′ ∑l |β(j′+m , l)|·
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 ∑
k

αR(j′+m , k , l)φj′+m , k , ψ′j′k′ )
2
2
2(j′+m)α

ψ
2
j′+m , k′

q
2d x

1
q

同样利用嵌入定理 ,可得 I ≤CR ‖ f ‖L
p ∑

R

m=1
2-mαIm ,

文[ 7] 中 ,已知 Im ≤R
|1/ q-1/2|2-R(2-α)‖g ‖q ,故最后得到

I ≤CR
2+|1/ q-1/2|2-R(1-α)‖ f ‖p ‖g ‖q ,1/p +1/ q =1 +α,1 <p , q < ∞.

对 R 求和 ,定理从以上引理立即可得.
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H
1
Boundedness of Commutators of Fractional Integral Operators

XU Ming
 

Abstract:By wavelet analysis , its shown that ‖ f I
α
(g)-gI

α
(f)‖H

1 ≤C‖ f ‖p ‖g ‖q , where

1 <p , q <∞,1/p +1/ q =1 +α,0 <α<1 , Iαis a fractional integral operator.

Keywords:fractional integral operator;wavelet;Hardy spaces
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