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摘 要 : 分析了一类特殊的三次 u o l田月方程
,

对其极限环的存在性间题得到了几个结果
.
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一般地
,

三次 U ` 班己方程具有形式
:

男 + f(
二
)绪 + s (

二
)
二 0

这里
,

f( 劝 = a + 2脚 + 3 0 2
,

g (
二
) 二 。 : + 阮 2 + 冷 3

.

它在 u e l班d 平面上等价于
:

另 二 y 一
( 。 + 脚

2 + 。 3 )
,

夕 = 一
(。 + 阮 2 + 冷

3
) ;

该系统具有 6 个参数
,

这些参数的不同取值决定着系统极限环的不同分布状况
.

本文仅就
“
b 二 0

,

ac 尹 !0’ 这一情况而对系统 才 二 y 一 ( 。 + 加2 + 。 3 )
,

少
= 一 (。 + 冷 3 ) 的极限环

存在问题作一定性分析
.

注意到这一系统的发散量为 id v 二 一 (
a + 2脚 + 3 0 2 )

,

因此如有 4尸
一 12 ac 〔 o

,

则系

统在全平面上没有任何闭轨线 l[]
.

鉴于此
,

在此限定
“
ac < 0’’

,

并且可不妨让
“ a > 0

, 。 <

0’’ (否则
,

可通过变换
二
~ 一 二 ,

, , 一 : 达到 )
,

为简化讨论进一步让
a 二 1

, 。 二 一 1
,

这样上

述系统就成为
才 二 y 一 (

二 + 脚 2 一 护 )
,

夕 二 一
(。 + 冷 3 ) l( )

l a 尹 O
,

y 二 0 的情况

此时系统 ( l) 成为
, 二 犷 一 (

二 + 脚 2 一 二 3 )
,

夕 二 一 。 ( 2 )

定理 1 系统 (2) 在全平面上当
a < O时没有任何闭轨线

,

而当
a > 0 时至多只有一

个极限环
.

证明 系统 ( 2 ) 在全平面上只有唯一奇点 口 (O
,

0)
.

当
a < 0 时

,

由于 O ( 0
,

0) 是鞍点
,

因此没有任何闭轨线
.

当
a > 0 时

,

f( 幼 立 1 + 2脚 一 3护
,

g (劝 二 。
,

由 f( 0) = 1 > o 知奇

点 。 (0
,

0) 是稳定的焦点 ;而由 (升
二 一

别
3 ,

劫
<

、 招
不增可知

,

只要仿照文 z[]
、
占

` “ 、 汤 ` 8 、 月 ,

定理 4
.

6 的证明过程
,

即可证得系统 ( 2 ) 至多有一个极限环
.
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Z a 二 o
,
y 尹 O的愉况

此时系统 ( l) 成为
` 二 y 一

(
二 + 压 2 一 x 3 )

,

夕 二 一 冷 3 ( 3 )

定理 2 系统 ( 3) 在全平面上当 y < O时没有任何闭轨线
,

而当 y > O时至少会有一

个极限环
.

证明 系统 ( 3) 在全平面上只有唯一奇点 O (O
,

0)
.

当 y < 0 时
,

由于 口 ( 0
,

0) 是鞍点
,

因此没有任何闭轨线
.

当 y > 0 时
,

此时 口 ( 0
,

0) 是不稳定结点
,

同时易知系统 ( 3) 具有远

离型无穷远奇点 z[]
,

因此由 eBn
dj x OS n

环域定理即知系统 ( 3) 至少会有一个极限环
.

3 ay
> 0 的情况

l) 如
a < 0( y < 0)

,

则由于此时系统 ( l) 的唯一奇点 口( 0
,

0) 是鞍点
,

因此系统 ( l)

在全平面上投有任何闭轨线
.

2 ) 如
a > 0( y > 0)

,

为简单起见让
a = y = 1

,

则此时系统 ( l) 成为
, = , 一

(
二 + 脚

2 一 二 ,
)

,

夕 二 一 二
( l + 二 2 ) ( 4 )

定理 3 系统 ( 4 ) 在全平面上存在极限环
.

证明 首先用变换
二

~
一 x ,

t ,
一 : 将系统 ( 4 ) 变成

￡ 二 了 一
(一

+ 脚
2 + x 3

)
,

夕 = 一 x
( l + 二 2

)

它的唯一奇点 0 ( 0
,

0) 相应变成不稳定焦点 ; 此时类似于定理 2 的做法
,

由此系统具有远

离型无穷远奇点即知
,

此系统
、

从而系统 ( 4 ) 在全平面上存在极限环
.

4 a y < O 的情况

l) 如
a > 0( y < 0)

,

为简单起见
,

让
a 二 1

,

y = 一 1
,

此时系统 ( l) 成为
毖 = 犷 一

(
x + 压

2 一 二 3 )
,

夕 二 一 二
( l

一 x Z ) ( 5 )

它有 3 个奇点
: 0 ( 0

,

0) 是稳定焦点
,

A ( 1
,

用 与 B (
一 1

,

川都是鞍点
.

注意到直线
二 二 1在 y

> 口和 y < p部分均是无切的
,

而点 A ( 1
,

川 又是鞍点
,

故系统 ( 5) 可能有的闭轨线必定位

于直线
二 二 1的左侧 ; 同理

,

也必定要位于直线
x 二 一 1的右侧

.

因此
,

只要在带域 C =

1(
x ,

刃 l 一 1 < 二 < 1
,

y 呀 R }内考虑系统 ( 5) 可能有的任何闭轨线
.

定理 4 系统 ( 5 ) 在全平面上没有任何闭轨线
.

证明 以下设
一 1 < x < 1

,

并且记

F (
二
)

按熟知的方法
,

1 内无解
,

系统

r x r x
_ _

2
_ _

4

= 二 + 压
z 一 二 J ,

G (
二
)

=

1 9 (
x
) d
二 =

I
x
( l 一

二 2
) d

: 二 各
一
粤

廿 0 J O 乙 络

只要联立方程组 F (
x : )

= F (
二 2

)
,

C (
二 1

) = C (
二 2 ) 在

-

(5) 就在带域 ` 内
,

从而在全平面上没有任何闭轨线
.

< 劣一 < 0 < x Z <

以下反证之
:

由 ` (
x l

) = e (
x Z ) 可得

:
(
二

子
一

砖) [ z
一 (

二

子+ x

圣) ]
= o

,

因为有 砖 < l
, 二

圣< l
,

因

此
,

有 x : = 一 x : ; 此时如将
二 : 二 一 二 、

代人 F (
二 ,

)
== F (

二 2
)

,

则可得
: 二 1

( 1 一端)
= o

,

这

不可能
.

此即说明上述联立方程组确在
一 1 < x ; < O < 二 : < 1 内无解

,

从而得证
.

2 ) 如
a < 0 ( y > 0)

,

为简单起见让
a 二 一 l

,

y 二 1
,

则此时系统 ( l) 成为
` = 少 一 (

x + 脚
2 一 二 3

)
,

夕 == 一 x
(
二 2 一 l ) ( 6 )

它有 3 个奇点
: o ( 0

,

0) 是鞍点
,

A ( 1
,

川 与 B (
一 1

,

川 均是指标为 + 1 的初等奇点
.

定理 5 当 。 < 尹` 1时系统 (6) 必存在同时包含 3 个奇点 。
,

A
,

B 在其内部的大极

限环
.
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证明 首先
,

当 0 < 夕` 1时初等奇点 A以
,

)P 与 B (
一 1

,

川均不稳定 ; 其次
,

易知系

统 (6 ) 的一切解对 t ) 0都是有界的a[] ; 再次
,

当 。 < 夕蕊 1时
,

如取 D恤 l a c 函数 B (
二 ,

刃
二 e

xP {( 3
一

川 y }
,

则可说明系统 (6) 没有单含奇点 A (l
,

用 的闭轨线 ; 同理说明系统

( 6) 也没有单含奇点 B (
一 1

,

川 的闭轨线
.

于是
,

综合上面 3 点即知系统 ( 6) 必存在同时

包含三个奇点 0
,

A
,

B 在其内部的大极限环
.
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