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’

黎培进
,

王华生

(中山大学物理学系
,

广州 51 02 7 5 )

摘 要 : 研究环上和线上 4 个线性藕合振子系统的集体运动
,

描述系统内各振子之间的关联

振动方式
.
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对少粒子微观体系内集体运动现象的研究
,

是物理学的一个重要课题川
.

为丰富人们

对复杂系统的知识
,

也需要对宏观少质点系统的集体运动方式作具体研究
.

本文 目的是定

性探讨存在于较简单的四体系统中诸质点的运动模式
.

讨论中仅限于简谐运动
,

不计及非

线性运动
.

1 方 法

所用方法与以前工作相似 l[]
.

设系统内顺数第 i 个质点的振动位移为
: ` = 。 `s i n ( oj t +

甲)
,

用代数方法解析求解运动方程组
,

得到系统作集体振动的各个频率和简并度
,

以及相应

的特征矢量 l
a `
! ; 再用对称性方法定性检验所得结果的正确性

,

可确定系统的运动模式
.

2 结果与分析

每个频率的 l
a `
} 含有各质点作小振动的相对振幅和相对相位的信息

.

2
.

1 环形四全同质点系统

这是四体系统的简单情形
:
光滑水平圆周上由劲度系数为 k 的轻弹簧连接 4 个质量均

为 m 的质点 ; 开始时系统的平衡构形为正方形
.

由经典力学方法得出
,

体系除存在零频

率 ( 。
1
) 外

,

还有 3 个简正频率
: QJ Z = Q, 3 =

涯 aJ 。 ,

。 ; = 2。 。
.

其中
,

Q, 。 = 、

石万蔽是单个谐

振子的频率
.

较小 的频率是二重简并 的
.

用文 【2〕 的做法不难求出
,

与 。 2 ,

Q, 3
对应的

满足正交归一化条件的本征矢有 2组
,

其中一组为

a l = a 3 = 0

口 1 = 一 口 3 =

a Z = 一 a 4 = 士 1
班

士 l魂
, a : = a ; = o

( l )

( 2 )
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图 la 给出了 ( l) 式的运动图像
,

这是 。 :
的最简单的模式

,

本文称其为筝形模式
,

这时

一条对角线上的质点 ( 1
,

3 ) 不动
,

另一对角线上的质点 ( 2
,

4) 同步地沿着左右圆弧作

前后振动
,

结果
,

系统就从前凸筝形~ 正方形~ 后凸筝形
,

再反过来
,

从后凸筝形 ~ 正方

形一前凸筝形
,

变动中
,

两条对角线始终保持垂直
.

( 2)
;
式代表的运动图像见图 lb

,

它

是 。 3 的最简单的模式
,

也是筝形模式
,

不过此时质点 2
,

碑不动
,

而 1
’

,

3则沿着前后 圆

弧作左右振动
.

l l
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图 1 0 2 , 。 3 的筝形模式

箭头代表运动方向

。 2 ,

。 3 的另一组本征矢为

{
对 aJ Z :

又寸aJ 3 :

a l = 一 G 3 = a Z = 一

e l = 一 0 3 =

cos
a

鹿
,

一 s i n a

魂 已 2 ==

a 4 = s in a

魂
a ; =

co
s 。

湘

( 3 )

( 4 )

这里 0 < 。 < 2 7t
,

且
。 拼 兀 / 2

,
二 ,

3兀 / 2
.

( 3)
,

( 4) 式对应的一般模式见 图 a2
,

特点是
: 4

个质点都在动
,

但始终保持两对角线垂直 (这是 叱
,

。 3 的运动模式中的一个共同点 ) ;

这种四边形构形的 4 条边可以互不相等
,

但仍然保持两组对边所对应的外接圆弧之和相等

(即
: ;: + ; 34 = : 23 + 3 14 )

,

本文把这种模式称为调和四角形模式
.

注意
,

当
a 二 土 兀

风
,

士

3 7t
4/ 时

,

出现一种特殊模式
,

叫等腰梯形模式 (图 Zb)
,

此时系统在前凸等腰梯形一正方

形一后凸等腰梯形之间变动
.

对 ` 4 : a l = 一 a Z = a 3 = 一 a 4 = 土 l忍 ( 5 )
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图 2 0 2 ,

叱 的另一组运动模式

a 调和四角形棋式 ; b 等腰梯形棋式

图 3 给出了 。 ; 的振动模式
,

称为矩形模式
,

此时系统的形状在窄矩形一正方形一扁

矩形之间变化
,

且 4 个质点的运动都同步
.

注意
,

类似图 b2 和图 3 的模式都可以在某些 t 子力学体系 (如 4 个价电子原子 s[] )

中找到
.

当然
,

文 〔3〕 中的电子与电子间可 以发生碰撞
,

与本文结果相 比
,

还稍 有不

同
.

这种相似性说明
,

对于服从不同的动力学规律和有不同的相互作用的各种物质层次的
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图 3 矩形模式 (叫 ) 图 4 有质量效应的矩形模式

少体系统
,

在确定其内部运动模式时
,

一些处于更高层次的共同的对称性原理在起重要的

作用
.

近年来
,

用对称性方法定性分析量子力学少体问题已成为一种有效的新方法 [ 4〕
.

2
.

2 环形复式四质点系统

为了解质量效应 问题
,

现讨论环上 灰 B : 型系统
.

记 m l = m 3 =

mA
,

m : 二 m 4 二 m , ,

解出来的简正频率 “ 一概
,

叱

为这个系统的对称性降低了
.

由文

厄轰 /
_
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习而
,

“ “
V

z “ 、而
+

而 )
,

小 出现间开现象
,

【2] 的方法可得出
,

带权正交归一化的各本征矢为

、 .产、
.

.产、 ,了ù
6,矛
一
衬à

J`
、̀矛才、了矛
.、 .

对 。 2 :
。 1 = “ 3 ’ ”

, · 2 = -

一岚
对 。 3 : a l = 一 a 3

对 。 4 : a l = a 3 =
刀从

一 二,
~ a l

砚习

此时 。 2
,

。 3 的振动模式也是筝形模式 (见图 1 )
,

其特征主要由轴对称性决定 ; 。 4
的振

动模式也是矩形模式 (图 4 )
,

但与图 3 稍有区别
,

这里有质量效应
,

即 心 质点组 ( 1
,

3) 与 吻 质点组 ( 2
,

4 ) 中
,

以轻质点组 的振动为主
,

重质点组 的振动不显著
,

这一点

与环上 A ZB 型系统的扭转模式类似 z[]
.

2
.

3 线形四全同质点系统

作为对比
,

现在看一下线形四体系统的一些特点
.

为此
,

考虑最简单的情形
: 4 个质点的

质量都一样
,

这 时
,

系统的简正频率有低频
、

中频
、

高频 3 种
: aJ Z = 、

巧万几。 。 ,

。 。 =

径 aJ 。 ,

。 ; =

丫不
.

几。 。 ,

频率简并性解除了
.

可以求出
,

满足正交归一化条件的各本征矢为

, “ ` “ 一 “ ` = 土

三再玩
’ “ , “ 一 “ , = 呱

一 l )
a ,

( 9 )

: a l 二 一 a Z 二 一 a 3 二 a 4 =
1

土
~

万
乙

:

=al
一

==a4
士

三措不
,

=a2
一

==a3
一

咖 lal)
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图 5 给 出了每个频率的线振动图像
.

叱 代表的是简单类
“

呼吸
”

模式
:
左右各 2 个质

点向中心收缩或 向外扩张
,

其中 1与 4 同步
,

2 与 3 同步
,

但 1 与 2 或 3 与 4 不同步
.

叱

代表的是反对称振动模式
:
各质点皆同步

,

但两端的质点与中间的质点作反相位的振动
.
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叭 反映的是较复杂的模式
,

称为多级类呼吸模式
: 4 个质点分为 ( 1

,

2 )
,

( 3
,

4 )
,

( 1
,

4 )
,

( 2
,

3) 四组
,

每组的 2 个质点作简单的 (类 )
“

呼吸
”

运动
,

其中 ( 1
,

4 ) 和 ( 2,

3 ) 的
“

呼吸
”

振动是严格的
,

( 1
,

2 ) 与 ( 3
,

4 ) 的是不严格的
.

~ O - - 一 ~ O
- - 一

O ~ 一 - 一 O一 二二一= 兰 O ~ - 一 一 O ~ - 一 ~ O - - 一 ~ O

1 2 3 4 1 2 3 4

(
a

) 叱

~ O -

一 O一 - -

一 O ~ 一 ~ O
;

一
二 O一一 ~ O - -

一 十 (〕 -

一 O今

( b ) 叻

~ O - 一 一 O ~ - - - 一 ~ O 一 一 一 O ~
二
~

二二二已 O 、 - 一 一 , O - 一
O
一令 一 一 一 ~ O

(。 ) 明

图 5 线振动的 3个简正模图像

3 结 语

探索物质系统的内部运动特征是少体物理的一项重要工作
.

前面描述了几个较为简

单
、

典型的一维 (环 ) 四体系统的简正振动过程
,

从中可以看出
,

质点间的相对运动是有

藕合的
,

再加上对称性的效应
,

体系的内部振动会有一定的模式
.

本文的结果有助于理解

微观四体系统的内部运动图像
.

当然
,

有些源于量子效应的结果只能从微观动力学方程的

求解中得出
.

感谢与鲍诚光先生和周烈生先生的有益讨论
.
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