
　
　

第 38 卷　第 4 期

1999 年　7月

中山大学学报 (自然科学版)
ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM

UNIVERSITATIS　SUNYATSENI

　
Vol.38　No.4
Jul.　1999

　

文章编号:0529-6579 (1999)04-0011-04

随机环境中的广义生灭过程的常返性
 

毕秋香
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要:建立了连续时间的随机环境中的广义生灭过程 (GBDPRE)模型 , 通过差分方程的
计算 , 先得到固定环境的广义生灭过程 (GBDP)的常返性 , 进而将环境随机化 , 得到随机环

境中的广义生灭过程常返性的一个充分条件.
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随机环境中的随机过程是近 30年发展起来的随机过程的一个新分支.对随机环境中

的随机游动 (RWIRE)的性质诸如常返性 、 极限性等已有许多结果.Ritter
[ 1]
构造出了随

机环境中的生灭过程 (简记 BDPRE), 这是一个具有连续时间参数的随机环境中的随机过

程 , Ritter得到了 BDPRE的常返性准则.随机环境中的生灭过程的自然拓广应为随机环境

中的广义生灭过程 (简记 GBDPRE), 本文主要讨论 GBDPRE 的常返性 , 得到了 GBDPRE

常返的一个充分条件.

1　本文结果

设 E ={0 ,1 ,2 , …}, {a io , …, ai , i-1 , bi}, i =1 ,2 , …为定义在某概率空间(Ψ, F , P)上

一列独立的随机向量 ,且 bi >0(i ≥0), aij ≥0(0 ≤ j <i), ∑
i-1

j = 0

a ij >0 ,满足上述条件的随

机向量序列称为随机环境 ,记为 e ={a io , … , ai , i-1 , i ≥1;bi , i ≥0}.

令 　c0 =b0 , ci =∑
i-1

j = 0

a ij +bi(i ≥1)

对于给定一环境 e ,据生灭过程的一般理论 ,容易确定一个以矩阵

　　　　Q =

- c0 b0 0 0 0 … 0 …

a10 -c1 b1 0 0 … 0 …

a20 a21 -c2 b2 0 … 0 …

… … … … … … … …
an0 an1 … an n-1 - cn bn 0 …

… … … … … … … …
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为密度矩阵的生灭过程 ,称之为广义生灭过程 ,记为 X t , t ≥0 ,状态空间为 E ,它是一马氏过

程 ,其转移函数 P ij(t):当 t ※0时

　　　　P ij(t)=

bit +0(t) j = i +1

a ijt +0(t) 0 ≤ j < i

1-cit +0(t) j = i

0(t) 其它

　i , j ∈ E

随机环境中的广义生灭过程(简记 GBDPRE),仍用 X t , t ≥0表示 ,是由下列方式决定的随

机过程:对任意 0 = t0 < t 1 <… < tn ,以及任意 Ai  E , i =0 ,1 , … , n

　　　　　　P[ ∩
n

i=0
(X t

i
∈ Ai)] =E[ P(∩

n

i =0
(X t

i
∈ Ai)|e)]

特别地 ,若 P(X0 =0)=1 ,则称 X t为从 0出发的 GBDPRE.

　　由随机环境中随机过程的一般理论[ 2 ,3]知 , 由上述方式决定的 GBDPRE是存在的 , 它

是一个具有独立随机环境的随机过程.除非环境退化 , 一般GBDPRE不具有马氏性.如果

对几乎所有的环境 e ,在此环境下 ,X t , t ≥0常返 ,则称GBDPRE为常返的.

　　本文的主要结果是如下定理.

　　定理 　设 e为随机环境 ,{X t , t ≥0}为GBDPRE , a(k)i =∑
k

j = 0

a ij(i ≥1 ,0 ≤ k <i),若

存在取非负整数值的单增数列 0 < i 1 < i 2 <…,使 μj =E ln(a
(i

j-1
)

i
j
/b i

j
)及 σ

2
j =

D ln(a
(i

j-1
)

i
j
/b i

j
)存在 ,且 lim

k※∞

1
k ∑

k

j = 1
μj  μ, μ>0 , ∑

∞

j = 1

σ2j
j
2 <∞,则{X t , t ≥0}为常返的.

2　主要结果的证明

　　先讨论广义生灭过程的常返性准则 ,假设环境是非随机的 ,即 a ij(i >0 ,0≤j ≤i-1),

bi(i ≥0)均为常数 ,此时 X t , t ≥0为状态空间 E 上的以Q 为密度矩阵的广义生灭过程.

　　设 i ∈ E ,定义 ηi(ω)=
inf{t >0 ,X t(ω)= i} if{t >0 , X t(w)= i}≠ 

∞ if{t >0 , X t(w)= i}= 

当 x0 = k 时 , pk表示相应的条件概率 , k ∈ E ,

记 　　　fk(m , n)=pk(ηm(ω)<ηn(ω))(m ≤ k ≤n)

　　　　gk(m)=pk(ηm(ω)<τ(ω))　(τ(ω)为过程的第 1个飞跃点[ 4])

易知当 k ≤m <n 时 , fk(m , n)=1 , gk(m)=1.

又记 　　　　a(k)i =∑
k

j = 0

aij(i ≥1 ,0 ≤ k < i)

对任意的 m ∈ E ,定义 　　

F
(m)
m =1

F
(m)
k =

1
bk ∑

k-m

i = 1
a
(k-i)
k F

(m)
k-i　　　(k >m)

　　引理 1　fk(m , n)=∑
n-1

j = k

F
(m)
j ∑

n-1

j =m

F
(m)
j 　　　(m < k <n) (1)
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　　　　gk(m)=

∑
∞

j = k

F
(m)
j ∑

∞

j =m

F
(m)
j k >m

1 k <m

1 -
bk
ck ∑

∞

j = k

F
(k)
j k =m

(2)

　　证明 　当 m , n 固定时 ,令 f k = f k(m , n),对 X t , t ≥0利用强马氏性 ,有

　　　　f k =p(ηm(ω)<ηn(ω)|X0 = k)=

(a(m)k +ak , m+1 fm+1 +ak , m+2fm+2 +…+ak , k-1 fk-1 +bkfk+1)/ck

　　　　bk(f k -fk+1)=∑
k-m

i = 1

a
(k-i)
k (fk-i -fk-i+1)　(m < k <n)

运算得 　fk+1 -fk =F
(m)
k (fm+1 -fm),于是

　　　　f n -fm+1 =∑
n-1

k=m+1
F
(m)
k (fm+1 -fm)= ∑

n-1

k=m+1
F
(m)
k (fm+1 -1)

又 fn =0 ,故得 fm+1 = ∑
n-1

k=m+1
F
(m)
k ∑

n-1

k =m

F
(m)
k ,因此 , fk+1 -fk =-F

(m)
k ∑

n-1

k=m

F
(m)
k

故 　fk =∑
n-1

i = k

(fi -f i+1)=∑
n-1

i = k

F
(m)
i ∑

n-1

k=m

F
(m)
k =∑

n-1

i = k

F
(m)
i ∑

n-1

k =m

F
(m)
k .即(1)式.

　　往证(2)式.显然 ,当 k <m 时 , gk(m)=1.

当 k >m时 ,令 n ※∞,{x0(ω)=k , ηm(ω)<ηn(ω)}←{x0(ω)=k , ηm(ω)<τ(ω)}a.e.

因此 , lim
n※∞

f k(m , n)=gk(m),即得(2)式的第 1式.

　　当 k =m 时 ,由强马氏性知:gk(k)=
bk
ck
gk+1(k)+

1
ck ∑

k-1

i = 0

akigi(k),再由第 1个结论知

　　　　gk(k)=
bk

ck

∑
∞

j=k+1
F
(k)
j

∑
∞

j = k

F
(k)
j

+
a
(k-1)
k

ck
=1-

bk

ck ∑
∞

j = k

F
(k)
j

　　引理 2　广义生灭过程 X t , t ≥0常返的充要条件为∑
∞

k = 0
F
(0)
k =∞.

　　证明 　由于{X t , t ≥0}的状态是互通的 ,因此只须讨论状态{0}的常返性 ,由引理 1 ,

　　　　g0(0)=p0(η0(ω)<∞)=1-1 ∑
∞

k = 0
F
(0)
k

　　因此 g0(0)=1的充要条件为∑
∞

k =0
F
(0)
k =∞.

　　定理的证明 　要证GBDPRE常返 ,由引理 2知 ,只须证∑
∞

k = 0
F
(0)
k =∞.a.e.P

　　而由归纳法可证 ,不仅∑
∞

k = 0
F
(0)
k ≥∑

∞

k = 1

a
(k-1)
k a

(k-2)
k-1 …a

(0)
1

bkbk-1…b1
,而且对任意单增的整数序列

0 <j 1 <j2 <…,
a
(j

k-1
)

j
k
…a(j1)j

2
a
(0)
j
1

bj
k
…bj

2
bj

1

均包含在∑
∞

k = 0
F
(0)
k 之中 ,因此 ,当定理的假设条件满足时 ,
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∑
∞

n =0
F
(0)
n ≥ ∑

∞

k =1

a
(i

k-1
)

i
k
…a

(i
1
)

i
2

a
(0)
i
1

bi
k
…b i

2
bi

1

,故只须证∑
∞

k = 1

a
(i

k-1
)

i
k
…a

(i
1
)

i
2

a
(0)
i
1

bi
k
…bi

2
bi

1

=∞.a.e.P

　　又
a
(i

k-1
)

i
k
…a

(i
1
)

i
2

a
(0)
i
1

b i
k
…bi

2
b i

1

=exp(∑
k

j = 1

ln
a
(i

j-1
)

i
j

bi
j

) exp(Sk).

　　当 μ>0时 ,由已知条件 , ln [ a
(i

j-1
)

i
j
/bi

j
] , j =1 ,2 , …,服从强大数定律 ,因此当 k 充分

大时 ,对任意 ε>0 ,有

　　　　
1
k ∑

k

j = 1
(ln

a
(i

j-1
)

i
j

bi
j

-E ln
a
(i

j-1
)

i
j

bi
j

)>-ε,即
1
k ∑

k

j = 1
μj >μ-ε.

故对充分大的 k , Sk = k
1
k ∑

k

j = 1
(ln

a
(i

j-1
)

i
j

bi
j

-E ln
a
(i

j-1
)

i
j

b i
j

)+∑
k

j = 1
μj > k(μ-2ε)

取0 <ε<μ/2 ,则有 Sk >0 a.e.P ,因此 , exp(Sk)>1 a.e.P.

　　故{X t , t ≥0}常返.

注:当 ik = k 时 ,1 <2 <… < k -1 < k <…,令 akj =0 ,0 ≤j < k -1 , ak k-1  ak ,则

a
(i

k-1
)

i
k

=ak , GBDPRE退化为标准 BDPRE , a(ij-1)i
j
/ bi

j
=aj/bj ,若设{aj , bj}, j ≥1为独立同分

布的随机向量 , μj =E ln [ a
(i

j-1
)

i
j
/bi

j
] =E ln(aj/ bj)与 j无关 , lim

n※∞

1
n ∑

n

j = 1
μj =μ=

E ln(a1/b1),当 E ln(a1/ b1)>0时 , BDPRE一定为常返的
[ 5] .因此本定理一定意义上是

文 [ 5] 中的结果的推广.
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Recurrence for the Generalized Birth-Death
Processes in a Random Environment

Bi Qiuxiang
 

Abstract:The continuous time model for the generalized birth-death process in a random environment

(GBDPRE)is established.The recurrence of generalized birth-death process (GBDP)is obtained by
means of difference equation.Further more , a sufficient condition of recurrence forGBDPRE is given.
Keywords:random environment;generalized birth-death process;recurrence
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