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摄动-增量法中有限 Fourier级数的运算
 

朱洁华
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要:采用符号计算的思想建立了有限 Fourier级数的运算系统 , 将该系统应用于涉及到谐

波平衡法的问题中可避免大量手工运算并便于分析.将其应用于极限环的摄动-增量法中取得

了很好的效果.
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对自治非线性系统

ẍ +g(x)=λf(x , ﹒x)﹒x 　(f , g 为非线性) (1)

文[ 1] 给出了确定其极限环[ 2] 的摄动 -增量法 ,该方法对 λ 1都很有效.在具体实现该方

法时可采用人工推算和符号计算 2种方法.其中人工推算具有工作量大 ,计算繁琐等弊端.

本文将采用符号计算的思想[ 3] ,建立有限 Fourier级数的运算系统 FFSC(computation of

f inite Fourier sequence),利用系统FFCS可使摄动 -增量法的实现非常轻松而且条理清晰 ,更

由于其符号计算的属性而使得摄动 -增量法在理论上具有更广泛的意义 ,以便推广它在非

线性系统研究中的应用.

1　极限环的摄动 -增量法

假设方程(1)至少有 1个极限环且相平面的原点在极限环内 ,确定其极限环的摄动 -增

量法包括以下几步:

①作时间变换

dφ/d t = Υ(φ), Υ(φ+2π)=Υ(φ) (2)

在新时间 φ域内把极限环表示为

x(φ)=a cos φ+b , ﹒x =-aΥ(φ)sin φ (3)

其中 , a >0是极限环的振幅 , b 是偏心;

②在 φ域内积分方程(1),有:

1
2
(Υsin φ)

2
+v(a ,b , φ)-λ∫

φ

0
f(a ,b , Υ, φ)dφ=0 (4)
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取 φ=π,2π分别得到:

v(a ,b , π)-λ∫
π

0
f(a , b , Υ, φ)dφ=0 (5)

∫
2π

0
f(a , b , Υ, φ)dφ=0 (6)

其中 , v(a , b , φ)=
1

a
2[ v(a cos φ+b)- v(a +b)] , v(x)=∫

x

0
g(u)du

f(a ,b , Υ, φ)= f(a cos φ+b , -aΥ(φ)sin φ)Υ(φ)sin2 φ

③用摄动法对 λ=λ0 ≈0 ,从方程(4)～ (6)得到极限环的零阶近似解(a0 , b0 , Υ0);

④用参数增量法给 λ0小增量 Δλ,0 <Δλ 1 , λ=λ0 +Δλ,设对应的解为(a , b , Υ):

a =a0 +Δa , b =b0 +Δb , Υ=Υ0 +ΔΥ (7)

其中 , Υ和 ΔΥ是周期为 2π的周期函数 ,可写为

Υ(φ)=∑
M

j=0
(Pj cos jφ+Qj sin jφ), Q0 =0 (8)

ΔΥ=∑
M

j=0
(ΔP j cos jφ+ΔQj sin jφ), ΔQ0 =0 (9)

将(8),(9)式代入方程(4)～ (6),略去高阶项得到3个线性增量方程并把其中的周期函数都

展为 Fourier级数;

⑤应用谐波平衡法得到关于 Δa 、Δb 、ΔP j和 ΔQj 的线性代数方程组

A(ΔP0 ΔP 1 … ΔPM ΔQ1 ΔQ2 … ΔQM Δa Δb)′=R (10)

解方程(10)得到Δa 、Δb 、ΔΥ后由(7)得到 a 、b 、Υ,再作为新的 a0 、b0 、Υ0去求新的Δa 、Δb 、

ΔΥ,这样迭代下去直到Rn ※0(n =1 ,2 , … ,2M +3)为止 ,就得到 λ=λ0 +Δλ时的解.若

再给参数以增量 Δλ,重复上述迭代过程 ,若干次增量后就可以得到所需要的 λ值对应的系

统的极限环.

在上法中使用谐波平衡法得到线性方程组(10)是关键而有效的一步 ,但必须要算出呈

Fourier级数形式的 ΔP j 、ΔQj 、Δa 、Δb各项的系数才能确定A ,因此若人工推导工作量很大 ,

并且对新方程又要重新推导 ,费时费力 ,不利于摄动 -迭代法的完善与推广.

2　有限 Fourier级数的运算系统 FFSC

有限 Fourier级数的运算系统FFSC是用符号计算的思想建立的.约定用系数矢量

a =[ a1 a2 … aM+1 aM+2 … a2M+1]
T (11)

表示有限 Fourier级数

a(φ)=∑
M+1

i=1
ai cos(i -1)φ+∑

M+1

i=2
aM+isin(i -1)φ (12)

那么形如(12)的有限 Fourier级数的运算就可通过形如(11)的系数矢量的运算来实现[ 4] .

根据目前的需要 ,有限Fourier级数的运算系统至少可具有以下功能:

1)有限Fourier级数与三角函数的乘积.如有限 Fourier级数a(φ)与 sin jφ或 cos jφ相

乘 , a(φ)与 sinkφ或 cos kφ相乘 ,其中 j 、k 为任意正整数.

2)有限Fourier级数的导数与积分.如求有限Fourier级数a(φ)作为φ的函数的导数(得

到另一有限Fourier级数), a(φ)作为 φ的函数在[ φ1 , φ2] 上的定积分(若 φ1 , φ2确定 ,则得
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到1个积分值;若 φ2为变上限 φ,则得到 1个新的 Fourier级数).

3)有限Fourier级数的四则运算.即求有限 Fourier级数a(φ)与 b(φ)的和级数 、差级

数 、积级数 、商级数 ,其中a(φ)与 b(φ)的 M 值可以不相等.

4)当 φ值给定时有限 Fourier级数的取值.

除了这些运算功能外 ,还有个最基本的功能:将有限Fourier级数a(φ)的通常形式(12)

转化为这套运算系统所需要的形如(11)的系数矢量表示.

将这套运算系统与快速Fourier变换结合起来可成为有限Fourier级数的有效运算工具 ,

在谐波平衡法中效果很好.现将其应用于摄动-增量法中 ,把 Υ0表示为(11)的形式后 ,方程

(10)中的 ΔPj 、ΔQj 、Δa 、Δb各项的系数都可以利用系统FFSC中的函数自动推导 ,而得到的

结果仍是Fourier级数的向量形式 ,(2M +3)×(2M +3)的矩阵 A则被分成12块 ,各块只须

一 、二个语句即可 ,程序极简明 ,清晰地反映了摄动 -增量法的思想 ,而且便于分析 A 矩阵.

对于不同类型的系统 ,不必重新推导而可以很快地使用摄动 -增量法确定其极限环.

3　实 　例

例 　ẍ +x -x
3 =λ(0.1+x

4 -﹒x2)﹒x (13)

当 λ≈0时 ,由方程(4)～ (6)求得

a0 =0.39 , b0 =0 , Υ0 =[ 1 -
1
2
a0

2
(1+cos

2
φ)]

1
2

先用符号计算语言(如 MathematicaTM)计算增量方程中的 v 、 v/ a 、 v/ b 、, f 、 f/ a 、

 f/ b 、 f/ Υ后即可利用有限Fourier级数的运算系统 FFSC 得到方程(10).

对 λ0 =0 , Δλ=0.5 ,取M =40 ,在Δλ的1次增量后 ,对λ=0.5的结果列于表1左栏 ,

极限环的相图如图1所示 ,与四阶Runge-Kutta方法求得的数值解相比 ,结果很一致.经 Δλ的

20次增量后 ,对 λ=10的结果列于表 1右栏 ,极限环的相图见图2 ,与四阶 Runge-Kutta方法

求得的数值解结果吻合.

图 1　方程(13)λ=0.5 时极限环相图

Fig.1　Limit cy cle phase portrait of

equation(13)for λ=0.5

-数值积分法; 摄动-增量法

图 2　方程(13)λ=10时极限环相图

Fig.2　Limit cycle phase portrait of

equation(13)fo r λ=10

-数值积分法; 摄动-增量法
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表 1　方程(13)λ=0.5和 λ=10时极限环的振幅和偏心及 Υ(φ)的 Fourier系数

Tab.1　Amplitudes and biases of the limit cycles and Fourier coefficients of Υ(φ)for λ=0.5 and λ=10

λ=0.5 , a=0.386 86 , b=0

j P Q

λ=10 , a=0.445 27 , b=0

j P Q

0 9.419 57 e-01 0.000 00 e+00 0 8.639 61 e-01 0.000 00 e+00

1 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 1 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

2 -1.964 67 e-02 9.891 01 e-03 2 5.393 34 e-02 1.835 81 e-01

3 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 3 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

4 -1.70467 e-04 1.536 71 e-04 4 -1.796 03 e-02 2.718 35 e-02

5 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 5 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

6 -1.652 92 e-06 4.868 64 e-07 6 -4.528 61 e-02 -9.506 24 e-04

7 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 7 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

8 -9.255 43 e-09 1.479 91 e-08 8 -1.090 67 e-04 -6.784 79 e-04

9 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 9 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

10 -1.212 64 e-10 3.895 77 e-10 10 8.869 81 e-05 -5.431 56 e-05

11 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 11 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

12 -9.675 79 e-13 7.355 86 e-12 12 1.277 66 e-05 9.030 61 e-06

13 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 13 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

14 2.393 27 e-14 1.339 94 e-13 14 -4.915 78 e-07 2.290 44 e-06

15 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 15 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

16 3.101 81 e-15 2.409 73 e-15 16 -3.459 44 e-07 6.648 81 e-08

17 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 17 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

18 1.781 27 e-15 4.001 32 e-17 18 -2.966 55 e-08 -4.401 82 e-08

19 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 19 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

20 1.599 41 e-15 4.276 70 e-19 20 4.339 48 e-09 -6.706 32 e-09

21 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 21 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

22 1.452 96 e-15 -1.964 06 e-19 22 1.183 90 e-09 2.055 05 e-10

23 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 23 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

24 1.307 44 e-15 -2.584 53 e-19 24 4.132 05 e-11 1.760 54 e-10

25 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 25 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

26 1.161 94 e-15 -3.147 55 e-19 26 -2.193 55 e-11 1.610 54 e-11

27 0.000 00 e+00 0.0.000 00 e+00 27 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

28 1.016 44 e-15 -3.710 73 e-19 28 -3.522 53 e-12 -2.086 57 e-12

29 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 29 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

30 8.709 40 e-16 -4.273 94 e-19 30 8.139 09 e-14 -6.107 78 e-13

31 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 31 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

32 7.254 40 e-16 -4.837 15 e-19 32 8.954 27 e-14 -2.485 01 e-14

33 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 33 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

34 5.799 40 e-16 -5.400 36 e-19 34 8.857 12 e-15 1.08513 e-14

35 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 35 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

36 4.344 40 e-16 -5.963 38 e-19 36 -8.936 99 e-16 1.806 37 e-15

37 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 37 0.000 00 e+00 0.000 00 e +00

38 2.889 41 e-16 -6.518 84 e-19 38 -2.654 35 e-16 -5.791 81 e-17

39 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00 39 0.000 00 e+00 0.000 00 e+00

40 1.434 71 e-16 -6.776 87 e-19 40 -3.147 27 e-17 -6.012 28 e-17
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关于有限 Fourier级数运算系统的精确度问题 , 是可以完善的.在两级数相乘的函数

程序中现采取截断方式 , 但是可以通过增大 M 、估计乘法的次数等方法做到完全精确.

就目前的应用而言 , 已取得很好的效果.

由于 Fourier级数运算及谐波平衡法在科学与工程计算中应用广泛 , 这套有限 Fourier

级数运算系统 FFCS及其思想还适用于其它问题.
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Computation of Finite Fourier Sequences in

the Perturbation-Incremental Method

ZHU Jie-hua
 

Abstract:A computational system for finite Fourier sequence is established with the thought of sym-

bolic computation.Large quantities of manual calculations can be avoided when it is applied to the

problems involving harmonic-balance method.It is used to compute limit cycles by perturbation-incre-

mental method and a fine result is shown.

Keywords:limit cycle;perturbation-incremental method;symbolic computation
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