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设 肥
`

是欧氏空 I’0l R
” + ’ 中的

·

张超曲面
,

让 肥
,

沿着它的法向方向形变
,

速度等于它

的平均 曲率 H
,

即

最
尸 ( , t )

= H (尹
,
t )

,

尹 〔 M
“

( l )

其中
,

F ( p
,

)t 是 M
“

在 R
“ ` ’ 中的坐标向量

.

最早研究平均曲率流方程 ( l) 的是 H iu s k en
「 ’ 〕

,

他研究 了方程 ( l) 解的短时间存在

性
,

在研究解的长时间行为时通过 bl o uP 得到 3 类奇点模型
.

对第 1类奇点 uH i s ke n
做了

完整的分类
,

对第 且类奇点 H
~ lont 证明它是梯度 so ilt on

.

本文利用类似的技巧证明第 m

类奇点是扩张的梯度 oS ilt on
.

设 igj 是 M
“

从 R
“ 十 ’
中诱导的度量

,

凡是 Mr’ 上的第 且 基本形式
,

那么方程 ( l) 等价于

刀igj 月 t = 一 Z hH o
.

所谓 oS ilt 。 是指上述方程的一种特解
,

它是在某个 单参数的微分同胚群

作用下的解
.

如果 / 是由该单参数微分同胚群生成的向量场
,

那么
,

刁勒 / 刁 t 二

纯
。 ;如果是

扩张的梯度 oS il ton 的话
,

上述方程更化为 D那
=

hH
。 十 l/ (2 ` ) 9 0

.

其中
,

f 是 M
片 一

L的某个

光滑函数
.

定理 对于方程 ( l) 的任何严格凸的解
,

如果解的存在 时间达到
十 ao

,

且 tH
Z 在时

空某点取得其极大值
,

那么该解一定是扩张的梯度 oS il ont
.

在证明定理之前
,

我们先 回忆 H a m ac k 不等式
.

事实上
,

Haln ac k 不等式与 oS h ot n 的存

在性有密切的关系
,

在后面的论证中会清楚地看到这点

命题曰 对任何方程 ( 1) 的弱凸解有

赞
十

护
+

2DH v()
+ “ ( 丫

,

F , 〕 0
( 2 )

对所有的切 向量 V都成立
.

如果固定某个向量丛 X
,

这个向量丛就是 t 二 0 时刻 (Mn
,

g 。 (0) ) 的切丛
,

再令 风是从

x 到 , 时刻的切丛的等距
,

那么 凡 一定满足 刁凡月 , = g刁 I IjH
` F之

,

igj F况
=
标

.

其中
, 。 是 X

空间上的指标
,

i 是目标空间
一

上的指标
.

这样可把所有在 ( M
,

拘 ( , )) 上的量都拉回到 X 上考
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虑
.

将协变导数也一并拉回到 X 上
,

例如 叭 二 尺 iV
,

风
。 = F沪沂砂

,

D
。

凡 = F二州刀况
,

等等
.

女口果令 、
二 D

。

。 十 oH
。、

,

、 。 = D
` ,

、 一

oHH
。 一

去
g 动

,

Z = D
,
H

W = D
,
H

+ 2犷
,

D
,了

H +

aH
。玖栋

,

环认儿 = D
,

aH
。 十

叨凡
。 +

决琉
` 乙

( 3 )
H一2t

十

十
U D

o

H
、

户H
.

乙 f

:
, = `D , 一 △ , 、 +

、 n存。 +

令
、

那么
,

经过计算可得

( D
, 一 △ )Z 川 从

。 ! 2 2 十 2弋以
, 一 2从

`

鲡 acY
一 4瑞吼

劝
( 4 )

定理的证明 根据假设 t护 在时空某点 (
、 。 ,

t 。 ) 取得极大值
,

不妨设 t 。 > o
,

那么当 v

= 0
,

aH m二k 量 Z 在 ( x 。 ,

(t )
) 处一定等于 0 对方

一

程拼 ) 用强极值原理
,

那么对时空上任一点

(
x ,

t )
,
t < t 。

,

都有菜某个向量 f 使 z 等于 0
.

根据命题 ( 2)
,

z ) 0
.

对 v 作变分
,

得到

D
a

H + 鱿动叭 == 0 ( 5 )

因为 H
a。 严格正定

,

所以 v 可以唯一反解出来
,

并形成一个光滑的时空截面
.

任给一点 (
, . , ` t

)
, t , < 。 , ,

因为 Z 在 v 取得极小
,

所以任意延拓在
二
邻域上的 v 的值

,

Z ( V) (
x . ,

t :
)仍然取得极小

.

所以虽然 V 在 (
x . ,

, . )点的值是固定的
,

但可延拓使 D
。

讥以及

( D
, 一 △ )呱在 (

二 . , ` :
) 点的取值任意

,

特别地
,

一旦选取延拓使方程 ( 3) 中的珠
= 一 , 泳万心

,

那 么利用极值原理于 (4) 式得 。 蕊 H韶风
功

孔
,

再 由氏 的正定性
,

叽
= 0

,

所以得到众aĤ
+

u
DIJ

。 ` +

票nH
; = 。

.

由 从
;

的方程及 Gau s 、 ,

c od 二、方程可得 D :.H
` = D

。

D滋 + 劲陈刀`
.

将
’ 亡
一护

’ `功
’

Z t“ 侧 , 一 ” ’
目

一 , “ 口 。
’ ` 咨 夕 研 ’ 一 `

~ ~ “ “
卜 J̀

” ” ” 一

—
` 产 J ’

一
J ’ , ~ 尸 `

助 一 ~ 尸 俨
` 下 ` 三

~ r
`
bC

’ 一 , ’ J

其代人上式得

久氏。 十

~
十

、
。 。、 十

六、
= o ( 6 )

另一方面
,

将 ( 5 ) 式微分得 D aD 声
十

aD ltH Vc + 万沪
。

矶 = 0
,

再结合方程 ( 6) 及 c od aZZ i 方程可

得
劫汉

二

~
+

扒
即 、 ( D

。

.v一 acHH
一

六
g 、 ) = ”

因为 氏 可逆
,

所以 D
a

K = 刀万滋 + 1/ ( 2t ) g 二
.

由上式知道 D
a

Vc 二
几 Va

,

因为 M 是单连通
,

所 以上式可积
,

即存在函数 f 使 D了
二 .Vl

,

也就是说 aD D扩
二
班了动 + l/ ( Z t ) ga

。
.

定理证毕
.
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