
　
　

第 38 卷　第 6 期

1999 年　11月

中山大学学报 (自然科学版)
ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM

UNIVERSITATIS　SUNYATSENI

　
Vol.38　No.6
Nov.　1999

　

文章编号:0529-6579 (1999)06-0001-05

强非线性迫振系统的频率展开法
 

黄赤贞彪1 , 胡　敏2 , 陈森林3 , 廖德驹1
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摘　要:将描述迫振系统的强非线性微分方程 , 化为以相角为自变量 、 振动瞬时频率为未知

函数的积分方程;将系统的非线性恢复力表示为线性主部和非线性辅部;将频率和干扰力展

开为参数的幂级数;确定时间与相角的 近似关系 , 比较参数的同次幂级数 , 得到系统的周期

解及振幅-频率响应曲线.
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与近 10多年强非线性自治系统的一系列研究成果相比 , 强非线性非自治系统的解析

法研究工作尚少.其中 , 文 [ 1] 用多重尺度法研究了 Duffing 振子

　　 ẍ +ω20 x +εαx
3 =ε(-2μ﹒x +κcos Ψt) (1)

文 [ 2] 利用非线性变换的思想研究了更一般的非自治系统

　　 ẍ +g(x)=εf(x , ﹒x , Ψt)=εF1(x , ﹒x)﹒x +εF2(Ψt) (2)

有关结果以 Bassel系数的积分形式表示 , 给出了强非线性非自治系统的一种研究途径.本

文给出种称为频率展开的近似法.本法将系统的非线性恢复力表示成线性 “主部” 和非线

性 “辅部” 的组合;将无理根式表示的固有频率近似表示为二项有理式;将响应频率和干

扰力展开为参数的幂级数.从而使迫振系统的一阶近似解可以显式表示.

1　频率展开法

研究形如式 (2)的强非线性非自治系统 , 式 (2)中 , g(x), f(x , ﹒x , Ψt)是其变量的

非线性函数 ,分别表征非线性恢复力和干扰力 , ε是参数 ,(·) d()/dt ,(¨) d2()/dt
2.

设时间 t与相角τ满足下列关系

　　　　
dτ
dt
=ω(τ)=ω0(τ)+εω1(τ)+ε

2ω2(τ)+… (3)

其中 , ωi(i =0 ,1 ,2 , …)是 τ的 2π周期待定函数.则
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　　　　t = t 0 +Q(τ), 　 Q(τ)=∫
τ

0

dθ
ω0(θ)

+O(ε) (4)

式(3)中 , ω0(τ)和 ω(τ)分别表征系统(2)的固有频率和响应频率.记

　　　　

x =acos τ+b

D(a)=-a∫
2π

f
(a cos τ+b , -aω(τ)sin τ, Ψt 0 +ΨQ(τ))sin τdτ

(5)

式 (5)中 , a和b 分别表征振幅和偏心距.类似于文 [ 3] , 有

定理　1)系统(2)有形如式(5)的周期解的必要条件是 D(a)=0;

2)系统(2)有形如式(5)的周期解的充分条件是 D(a)=0且 0不是 D(a)的极值;

3)若 D(a)=D′(a)=…=D
(2n)
(a)=0 , D

(2n+1)
(a)<0(>0)(n=0 ,1 ,2 , …),则系统

(2)有形如式(5)的稳定周期解;

4)若 D(a)=0 ,D′(a)<0(>0),则系统(2)有形如式(5)的唯一且稳定周期解.

将恢复力 g(x)表示为线性主部 ν2 x 及非线性辅部G(x),即

　　　　g(x)=ν
2
x +G(x) (6)

其中 , ν>0是常数 ,可由观察法或下式确定

　　　　
 
 ν∑

m

i=1
[ ν

2
xi -g(xi)]

2
=0 (7)

这里 ,m 宜不小于 3 , xi(i =1 , 2 , …, m)互异且在 g(x)的定义域内.由式(5)得

　　　　﹒x =-aω(τ)sin τ, 　ẍ =-
a

2sin τ
d
dτ
(ω2sin2 τ) (8)

将式(4)～ (6)和(8)代入式(2)并对 τ从 0开始积分 ,可得

　　ω2sin2 τ=ν2sin2 τ+
2

a
2[ ν

2
ab(1-cos τ)+W(a +b)-W(acos τ+b)] -

　　　　
2ε
a∫

τ

0
f(acos τ+b , -aωsin τ, Ψt 0 +ΨQ(τ))sin τdτ (9)

其中 ,W(x)=∫
x

0
G(u)d u.

式 (9)是关于瞬时响应频率 ω的积分方程.一般地 , 寻找精确满足式 (9)的 ω是

困难的.为此利用式 (3)即将 ω按参数ε展开 (故称本法为频率展开法).相应地 , 将干

扰力 εf(acos τ+b , -aωsin τ, Ψt 0 +ΨQ(τ))展开为 ε的幂级数

　　εf(a cos τ+b , -aωsin τ, Ψt0 +ΨQ(τ))=εf(a cos τ+b , -aω0sin τ, Ψt 0 +

　　　　　ΨQ(τ)-ε2aω1f′﹒x(acos τ+b , -aω0sin τ, Ψt0 +ΨQ(τ))sin τ+… (10)

将式(3)和(10)代入式(9)并比较 ε的同次幂系数 ,有

ε0:ω20sin
2 τ=

ν2

a
[ asin2 τ+2b(1 -cos τ)] +

2

a
2[ W(a +b)-W(acos τ+b)]

ε1:ω0ω1sin
2 τ=-

1
a∫
τ

0
f(acos θ+b , -aω0sin θ, Ψt 0 +ΨQ(θ))sin θdθ

ε
2
:ω0ω2sin

2
τ=-

ω21
2 sin

2
τ+∫

τ

0
ω0ω1 f′﹒x(acos θ+b , -aω0sin θ, Ψt 0 +ΨQ(θ))sin θdθ

　　　　　……

(11)
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由式(11)可得

ω0(τ)= ν2 +
2

a
2sin2 τ

[ ν2ab(1-cos τ)+W(a +b)-W(acos τ+b)]
1/ 2

≈

　　　　ν+ 1
a
2νsin2 τ

[ ν2ab(1 -cos τ)+W(a +b)-W(acos τ+b)]

ω1(τ)=-
1

aω0sin
2 τ∫

τ

0
f(acos θ+b , -aω0sin θ, Ψt 0 +ΨQ(θ))sin θdθ

ω2(τ)=-
ω
2
1

2ω0
+

1

ω0sin
2 τ∫

τ

0
ω0ω1f′﹒x(a cos θ+b , -aω0sin θ, Ψt0 +ΨQ(θ))sin θdθ

　　　　　……

(12)

于是系统(2)的瞬时频率为

　　　　ω(τ)=ω0(τ)+εω1(τ)+ε
2ω2(τ)+… (13)

将式(13)代入式(9)并分别令 τ=π和 2π,得

　　　　2abν2 +W(a +b)-W(-a +b)-

　　　　　　εa∫
π

0
f(acos τ+b , -aωsin τ, Ψt0 +ΨQ(τ))sin τdτ=0 (14)

　　　　∫
2π

0
f(acos τ+b , -aωsin τ, Ψt0 +ΨQ(τ))sin τdτ=0 (15)

联立式(14)和(15)可确定 a 和b.于是系统(2)的周期振动的振型 、频率和周期分别为

　　　　

x =acos τ+b , 　ω(τ)=ω0(τ)+εω1(τ)+ε
2ω2(τ)+…

T =∫
2π

0

dτ
ω(τ)

(16)

对共振情形 ,干扰周期 T
＊ =2π/ Ψ与响应周期 T 的关系是T

＊/T ≈m/ n ,即

　　　　∫
2π

0

dτ
ω(τ)

=
2nπ
mΨ

(17)

其中 , m 和n是互质正整数.联立式(15)和(17)并消去 t0 ,可得振幅 -频率响应曲线方程.

2　应　用

例1　考虑 Duffing 振子的受迫振动系统

　　　　 ẍ +ω20 x +εαx
3 =ε(-2μ﹒x +κcos Ψt) (18)

其中 , ω0 , α, μ和κ是常数 , Ψ是干扰频率 , ε>0是参数.

将式(18)恒等变形为 ẍ +ω20 x =ε(-2μ﹒x -αx3+κcos Ψt),并由式(4)得 t =t0 +τ/ ω0

+O(ε).为了便于与文[ 2] 比较 ,考虑共振情形 ,即 Ψ≈ω0.考虑式(15)的0阶近似 ,可得(b

=0)

　　　　aμω0 -(κ/2)sin Ψt 0 =0 (19)

于是 　　∫
τ

0
f(acos θ, -aω0sin θ, Ψt 0 +ΨQ(θ))sin θdθ=

　　　　　　　 κ
2
cos Ψt 0 -

3αa
3

8
-αa

3

8
cos 2τ sin2 τ (20)

将式(20)代入式(14),得 ω1(τ)=
3αa2

8ω0
-
κ

2aω0
cos Ψt 0+

αa2

8ω0
cos 2τ.于是响应频率的一阶近
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似为

　　　　ω(τ)=A +B cos 2τ (21)

其中 , A =ω0 +ε
3αa2

8ω0
-
κ

2aω0
cos Ψt 0 , B =ε

αa
2

8ω0
.将式(21)代入式(17)(m =n),可得

　　　　 ω0 +ε
3αa2

8ω0
-
κ

2aω0
cos Ψt 0

2

-ε
2
α
2
a
4

64ω20
=Ψ2 (22)

令 Ψ=ω0 +εσ.其中 , σ是频率解谐参数.将上式代入式(22)并取 ε的一阶近似 ,有

　　　　3αa
3
-4κcos Ψt0 =8aω0σ (23)

联立式(19)和(23),消去 t 0 ,得系统(18)的振幅频率响应曲线

　　　　[ μ2 +(σ-(3/8)αa2)2] a =κ/(4ω20)

这与文[ 2] 用多重尺度法的结果完全一致.

例2　研究强非线性 Duffing 振子

　　 ẍ +x
3 =ε(-2μ﹒x +κcos Ψt) (24)

其中 , μ和κ是常数 , ε>0是参数 , Ψ是干扰频率.

将系统(24)的非线性恢复力 x
3
表示为线性“主部” ω

2
0 x 及非线性“辅部” x

3
-ω

2
0 x ,即

x
3
=ω

2
0 x +(x

3
-ω

2
0 x),并将式(24)恒等变形为

　　　　ẍ +ω20x =ε[ -2μ﹒x +β(ω20 x -x
3)+κcos Ψt]

其中 , β =1/ε.为方便与现有结果比较 ,考虑主共振情形

　　　　ω0 = Ψ+εσ (25)

这里 , σ是频率解谐参数.由式(4)得时间 t 与相角τ的关系近似为 t = t 0 +τ/ ω0 +O(ε).

由式(14)得 　

　　　　ω1(τ)=-
1

aω0sin
2 τ

μaω0 -
κ
2
sin Ψt0 τ-

1
2
sin 2τ+

　　　　　　　　
1
4

2βaω
2
0 -

3
2
βa

3
+2κcos Ψt0 -

βa3

2
cos 2τ sin

2
τ (26)

由 ω1(τ)关于 τ的 2π周期性知 ,式(26)中 τ的系数须为 0 ,即

　　　　μaω0 -(κ/2)sin Ψt 0 =0 (27)

则 ω1(τ)=
3βa2

8ω0
-
βω0
2
-
κ

2aω0
cos Ψt 0 +

βa2

8ω0
cos 2τ,于是 ,系统(24)的一阶近似瞬时频率为

　　　　ω=
1

8aω0
(A +a

3cos 2τ) (28)

其中 , A =4aω20 +3a
3 -4εκcos Ψt 0.将式(28)代入式(17),并令式(25)中σ=0 ,可得振幅频

率响应曲线方程(4aΨ
2
+3a

3
-4εκcos Ψt 0)

2
-a

6
=64a

2
Ψ
4
.其中 , cos Ψt 0由式(29)给出

　　　　cos Ψt 0 =± 1-sin2 Ψt 0 =±
1
κ
κ2 -4a

2μ2Ψ2 (29)

图1给出了ε=1 , μ=0.1和κ=20时幅频曲线的3种方法比较.式 (29)右边取正值时 ,

对应图中的实线 , 即解答稳定;取负值时 , 对应图中的虚线 , 相应的解答不稳定.当

cos Ψt 0=0时 , 对应曲线的极大值点即脊骨线的上端点 , 此时的 Ψ=9.29 , a=10.82.
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图 1　系统 (24)当ε=1 , μ=0.1 和 κ=20 时的共振曲线

Fig.1　Amplitude-frequency resonance curve of Eq.(24)

3　结　语

文中例子在考虑主共振时 , 对有关公式作了一系列恒等变形 、 近似和简化 , 但仍能获

得较好的精度 , 尤其是例 2的幅频曲线 , 能用比较简单的显式描述幅频曲线 (包括不稳定

共振曲线即图 1中的虚线段及曲线的峰点), 精度尚可 , 这对工程技术中的定性分析 , 具

有一定的实际意义.
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Frequency Expansion Method for Strongly Nonlinear

Forced Oscillation Systems

HUANG Cheng-biao
 
, HU Ming , CHEN Sen-lin , LIAO De-ju

Abstract:The strongly nonlinear differential equation which is modelled on the forced oscillation sys-

tems , is described as an integration equation in terms of the independent variable with the phase angle

and the unknown function with frequency.The nonlinear restoring force is expressed into both parts of

the linear mainbody and the nonlinear auxiliary.The frequency and excitation force is indicated as

power series of the parameter.The approximation relationship between phase angle and time is deter-

mined.The periodic solution and the response curve are obtained by equating the coefficient of the

corresponding terms of parameter.

Keywords:strongly nonlinear forced oscillation system;integration equation;frequency expansion

method
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