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摘 要 : 在孤立子理论的双线性方法中产生的方程组进行形式变换
,

定义其为双线性方程
,

并通过寻求其特殊规律设计了求解的带可解标记的三角化算法
,

在应用中取得了很好的效果
.
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1 文献标识码
: A

1 双线性方程的产生及一般形式

孤立子川在物理中的背景是孤立波
,

与普通的相碰撞后能童相登加的波不同的是
,

孤

立波在相互作用后波形与波速不变
.

孤立子理论在物理
、

流体力学
、

激光
、

气象等领域里

都得到广泛应用
.

双线性方程源于求孤立子解的双线性方法 1z[
,

该方法的原理是将一个非

线性发展方程 s1[ 通过变量代换转化为双线性形式
,

即一种包含双线性算子的形式
,

若一个

非线性发展方程能转化为双线性形式
,

就可能存在孤立子解
.

但孤立子解的形式是怎样

呢? 这往往要通过求解大量乃至成千上万的特殊方程求得
.

双线性算子是一种特殊的求导运算
,

其定义如下
:
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,

KD v 方程
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能转化为双线性形式
,

说明了其孤立子解的存在性
.

若解中有 N 个独立的孤立波
,

则称该解

为 -N 孤子解
,

N 为正整数
.

-N 孤子解的常见形式为指数形式
,

对 ( 2 )
,

其指数形式解为
:

了
二

云
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其中

,

`
,

人 = o
,

1
,

2 ; 取 = p庐 + q挤 十 m * ,

p * ,

q * ,

叹 为任意常数 ( k = 1
,

…
, 。

a) il’.
·

、
,

ib
: … 、 为

待定系数
,

若能解出这些系数
,

就找到了 -N 孤子解的显式表达式
.

将解的指数形式代人双线性形式
,

令方程两边相同指数项的系数相等
,

便产生双线性方

程
,

所有的双线性方程构成双线性方程组
.

对不同的系统
,

产生的双线性方程的形式千差万

.
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别
,

本文为了得到求解的统一算法
,

对其进行了形式化处理
,

使得不同系统对应的双线性方

程组有统一的形式
,

形式化过程如下
:

不妨令 N = 2
,

将 ( 3)
,

( 4) 代人 ( 2 ) 中得
:
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对 ( 6) 式
,

我们可以证明其具有如下两个性质
:

性质 1 ( 6) 式不含 exP 项
.

事实上
,

由于对 ex p (f(
二 ,

: ) ) 求导后仍保留 exP ( f(
: ,

: ) ) 项

( f(
x ,

: ) 为任意函数 )
,

( 6 ) 式中分子分母可同时消掉 ex p ( i , 1 + 勿
2
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s
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.
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.

因为由( 2) 式右边

得
:
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令 ( 5) 和 ( 7) 式中有相同指数的
e
xP 的系数相等得双线性方程的表达式

:
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2 双线性方程组的矩阵表达形式及方程组特点

由 ( 8 ) 式可看出
:
双线性方程中的含变元的项 a( 产

: 。

) 的系数正好是其中的各参童的下

标的函数
,

这个特性虽然是在 N 二 2时推导出来的
,

但对任意的 N 都成立
,

因此
,

在下面的讨

论中都以 N 二 2 作为实例
.

为了与普通的线性方程区别
,

不妨引进运算符 二
,

记
a

产刀 ( i
,

j
, 。 , ` ) 、 a , 二 a ,:

( 12 )

这样
,

双线性方程可以写成如下标准形式
:

名
a , 二 、 , 二 。名 。

八 ( 13 )

其中
,

i
,

j
, : , :

,

无
,

l
,

p
,

q 的范围和约束同前
.

令 A = 【
a 。 ,

…
, a二〕

,

即所有 {啊
,

i
,

j 二 0
,

l
,

2
,

i + j 二 偶 l 组成的 M 个元素的向量 ;

令 B =

b[
1。

,

…
,

如、」
,

即所有 {如
,

i
,

j 二 o
,

1
,

2
,

i 十 j
二
奇 }组成的 N 个元素的向量

,

M
,

N

为正整数
.

这样
,

双线性方程组 (即所有的双线性方程的序列 ) 可写成如下矩阵形式
:

A 二 C滩 =
bB

, C日 ( 14 )

其中
,

c A和 c B为矩阵
.

设 c A =

【(̂ l) ,

…
,

A ( “ ) 〕;
cB

二 【B (l)
,

…
,

别
“ )」; R 为方程个数 ; A ( ` )
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是与 A T 同维的列向盆 ( I 二 1
,

…
,

R ) ; B ( )J 是与 B T 同维的列向 t ( J 二 1
,

…
,

R )
.

于是
,

第 I

个方程 ( I 二 1
,

…
,

R ) 可表示为
:

A 二 CA
( I ) = 研

,

BC
( I ) ( 15 )

例如
,

N 二 2 时的各向t 的取值为
:

A =

[
a
的

, a
02

, a l l
, a

20
, a
刀 ] ; B = [ b o l

,

b一0
,

b l Z
,

b 2 1 ]

在下表中
,

iA 对应 A ( ` )
,

iB 对应 B ( `)
,

i 二 1
,

…
,

10
,

表中各项目只列出下标
,

即 A ( ` )
,

别
`)

栏中各项 目中分别省略了开头的字母
a 和 阮空项目对应不存在的项

.

AAA 111 A 222 A 333 A444 A 555 A 666 A 777 A888 A999 A 1000 B lll B 222 B 333 B 444 B 555 B 666 B 777 B 888 B 999 B 1000

000222 l lll 2000 2222222222222222 0 111 l 00000 2 1111111 l 222222222

oooooooooo 2000 222222 l lllllllllll 0 lll l 000 l 22222 2 lllllllllll

oooooooooo l 11111 2000 似似 22222222222222 l 000 1 22222 0 lll 2 lllllll

oooooooooo 022222 l lllllll 2000 2222222222 011111 l 00000 122222 2 lll

oooooooooooo 雌雌雌雌 l lllll 200000000000000000000000

双线性方程组不同于线性方程组
,

不能采用线性方程组的解法 ;但它也不同于非线性方

程组
,

非线性方程组没有统一解法
,

而本文在总结双线性方程组的特点后
,

找到了求解它 的

通用的有效算法
.

双线性方程组的特点总结如下
:

特点 1 在求 -N 孤子解时
,

将待定参数中的 N 个作为自由参数
,

无需对它们求解一般
地

,

将 气
~

,.j fj’ : + … + 人
= l定为自由参数

,

如
: N 二 3 时

,

b切
,

b0 。 ,

b。 : 为自由参数
·

特点 2 当某方程只有一个未知数时
,

称其为可解 的
,

否则称其为不可解的
.

但不可解

性是暂时的
,

当解出一些方程后
,

就会使另一些方程变成可解的
.

例如
,

方程 ( 9) 解出
a : ;
后

,

使原来不可解的方程 ( 10) 变成可解的了
.

实际上
,

只要按一定次序求解方程
,

所有方程最终

都变得可解
.

寻求求解次序
,

正是本文要解决的重点间题
.

特点 3 方程组中各方程的次序具有随机性
.

本文所描述的算法适用于方程的随机排

列
.

特点 4 随着 N 的增大
,

方程的数量逞指数级增加
.

如
: N 二 3 时

,

有近 so 个方程 ; N 二

5 时却有近 2 以X) 个方程
.

可见
,

靠手工求解几乎是不可能的
.

特点 5 方程个数远大于参数个数
,

也就是说
,

有大量冗余方程
.

例如
,

N 二 3时
,

只有 23

个待定参数
,

而有近 80 个方程
.

求解时
,

在挑选出 23 个方程求得 23 个参数后
,

还要验证其它

的冗余方程恒成立
.

3 带标记的带可解标记的三角化算法

由以上特点 4
,

寻求解双线性方程组的计算机算法很有必要
.

由特点 2 和 3
,

依次确定下

一个可解方程时没有能用公式确定的求解次序
,

因此
,

本文借用了人工智能学中的搜索求解

法
,

通过特设的标记数据
,

解决了可解性的测试问题
,

并用公式描述了解的形式
.

定义 1 对一个双线性方程
,

如果其右边没有未知数而左边只有一个未知数
,

则称其为

左可解的 ;如果其左边没有未知数而右边只有一个未知数
,

则称其为右可解的
.

引理 1 一个双线性方程为可解的
,

当且仅当其为左可解的或右可解的
.

为 了测试一个方程的可解性
,

本文在双线性方程组的矩阵表达式 ( 14) 的基础上引进了
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如下标识矩阵 /向量
:

FA j 万
,

尸C冷
,

尸C日
.

它们分别是与 A
,

B
,

以
,

cB 同维的向量 / 矩阵 ;

不连
,

尸丑
,

F C减
,

F cB 中的元素取值为O或 1
.

不摊 / 不万 / 尸C减 /不t 份 的某元素取值为 O时将分别

表示 A / B / cA / cB 对应位置上的元素还未求解 ;反之
,

取值为 1则表示对应元素已被求解
.

因此
,

FA / 不万 / 尸C减 / 不艺万 分别称为 A / B / CA / cB 的标记向盈 / 矩阵
.

引理 2 通过标识向 t / 知阵
,

可以测试双线性方程的可解性
.

不妨设某个方程 (例如第 K 个方程
,

K 二
卜

·

R ) 为
:

习 A (小
·

以 ( `
,

* ) 二 6 习 丑 ( j )
,

“ ( j
,

* ) ( 1 6 )
`二 卜

·

M j
二
卜

·

柑

设 11 ,

…
,

1
.

为 cA ( 1
,

几)
,

…
,

以 ( M
,

幻 中不为 。 的元素的下标 ; j
: ,

…
,

入为 cB ( 1
,

k )
,

…
,

cB ( N
,

K ) 中不为 0 的元素的下标
.

则方程 ( 16) 等价于
:

习 A ( i ` ) 二 以 ( i :
,

k )
二 b B ( J’l )

,

BC (介
,

k )习=..l

引理 3 方程 ( 16) 为左可解的
,

若下述条件均满足
:

( l) FA i( , )
,

…
,

FA ( i,) 中只有一个为 0
,

不妨设为 FA ( iJ, )

( 2) F C摊 ( il
,

k )
, 。

二
,

尸`减 (臼
,

k) 中只有一个为 。 ,

不妨设为 尸C通(匆
,

k)

( 3) A ( 勿) 二 cA (匆
,

无)
,

这就是方程左边唯一的待求参数

( 4 ) BF (川
,

…
,

BF ( jt) 和 尸c石 (lj
,

无)
,

…
,

F cB 伽
,

k) 都不为 0( 方程右边无未知数 )
.

引理 4 方程 ( 16) 为右可解的
,

若下述条件均满足
:

( l) FA ( 11
)

,

…
,

FA ( i
,

) 和 尸C减 ( i ;
,

k )
,

…
,

尸C减 (心
,

k) 都不为 0( 方程左边无未知数 )
.

( 2) BF (j
1
)

,

一
,

BF .(j ) 中只有一个为 。
,

不妨设为 BF (寿)

( 3) F c B (j
1 ,

k)
,

…
,

F C刀 ( j
: ,

k) 中只有一个为 o
,

不妨设为 F c 万孟 ( ]’0
,

k)

( 4 ) B i(j )
=

cB v(j
,

的
,

这就是方程右边唯一的待求参数

下面将列 出左可解方程的解的表达式
:
设其左边含未知数的项为 A (枯) 二 cA (今

,

k) 和

A ( i ,
) 二 cA ( i。

,

k ) ;待求项为KA (今)
二

cA ( i , ,

` )
,

设其表示系数
a

. ;设 cA (今
,

k )

A (￡
。

)
= a砂

引理 5 若方程 ( 16) 为左可解的
,

则其解为

习才= ! … 』 ,

、 , 、
. `

产( “ ) 二 cA ( “
,

“ ) + “习
: 二 卜二

声( ,.l )
,

cB (*
,

* )

a 刚 =
D ( 。

, n , e ,

f) cA (今
,

k ) + D ( g
,

h
,

。
,

n ) A (几)

= a矿
,

( 17 )

下面将列出右可解方程的解的表达式
:
设其右边含未知数的项为 B (方)

`

cB (寿
,

k) 和

B a(j )
,

cB (j,
,

k) ;待求项为 B (寿)
二

cB (九
,

幻
,

设其表示 系数 b. ; 设 cB (寿
,

k) 二 b价

B ( j。 )
= b砂

引理 6 若方程 ( 16) 为右可解的
,

则其解为

名 A (“ ) 二 以 ( :̀
,

* ) 一 。 习 刀 ( J’l )
,

ca (力
,

* )

b . =
石尹不

cB (寿
,

几) + B ( J’q )
( 18 )

本文所设计的求解双线性方程组的方法是借助了人工智能学中的宽度搜素法
,

简单地

说
,

就是依次测试待解方程的可解性
,

测到一个可解方程时就
: ① 求解其中的唯一待求参

数 ;② 做已求解标记— 修改与该参数相关的标记矩阵 / 向 t 中的对应元素
,

即分别找出

A /以 / B / cB 中取值 为该参数 的所 有 元 素
,

将 与它 们 位置相对 应 的 FA (与 A 对
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解 ) ; ③
,

将该方程移到所有待解方程的前面
.

算法结束时
,

方程组变成了三角形式
.

详细步骤如下
:

( l) 搜索左可解方程
:
依次根据引理 3测试所有待求方程的左可解性

,

若为的左可解的
,

则
:
由引理 5 求出待解参数的解 ;做已求解标记 ;将该方程移到所有待解方程的前面

.

这个循

环过程称作一轮左可解搜索
.

( 2) 搜索右可解方程
:
依次根据引理 4测试所有待求方程的右可解性

,

若为的右可解的
,

则
: 由引理 6 求出待解参数的解 ;做已求解标记 ;将该方程移到所有待解方程的前面

.

这个循

环过程称作一轮右可解搜索
.

( 3) 若在 ( l) 中未能找到左可解方程且在 ( 2) 中未能找到右可解方程或者所有待解参数

已求解
,

则退出
,

否则转 ( 1 )
.
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