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非可分空间上计数测度的Hun半群结构
 

宋少强 , 何远江
(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:称局部紧完备度量空间上的 Radon 测度为强 Radon 测度 , 若每个有界集的测度都是

有限的.证明了强 Radon计数测度卷积半群是一个稳定的Hun半群.
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Hun半群理论是研究概率论中的半群结构的有力工具 , 完备可分度量空间上的计数测

度及局部紧全正则空间上的有限计数测度都是稳定的 Hun 半群
[ 1 ,2]

.去掉文 [ 1] 的可分

性条件或文 [ 2] 的有限性条件 , 本文证明了局部紧完备度量空间上的强 Radon计数测度

也是一个稳定的 Hun半群.

设 X是局部紧完备度量空间 ,B(X)是 X的所有开子集生成的σ代数.K和B分别表示

B(X)中全体紧集和全体有界集组成的类.

定义 1　分别称(X ,B(X))上的测度 μ为 Radon测度 、强 Radon 测度 、 Radon计数测

度 , 强Radon计数测度 , 若它分别满足下面的 1)和 5), 2)和5), 3)和 5), 4)和5).分

别以 M+ ,M , N+ , N表示这样的测度的全体.1)μ(C)<∞,  C ∈ K;2)μ(B)<∞,  B

∈ B;3)μ(C)∈{0 ,1 ,2 , …},  C ∈ K;4)μ(B)∈ {0 ,1 , 2 , …},  B ∈ B;5)μ(B)=

sup{μ(C):C  B , C ∈ K},  B ∈ B(X).

显然 N  M  M+ , N  N+ M+.这里只考虑M+上的 vague 拓扑 (文 [ 3] , 2.4.1)

并在 M , N+, N上赋予M+的子拓扑.易知 ,(M+, +)是 T 2拓扑半群 ,(M , +),(N+ , +),(N ,

+)是它的子半群.

定理 1　(M+ , +),(M , +),(N+, +),(N , +)都是 Hun半群.

证明　Hun半群的定义见文 [ 4] , 2.2.2.仅证每个元 μ的因子集Tμ都是紧集.对于

M+ , 设 f 为有紧支撑的非负连续函数 , 则 sup{∫fdν:ν∈ Tμ}≤∫fdμ< ∞.由文 [ 3] ,

2.4.5 , Tμ是相对紧的 ,由文[ 4] ,2.2.3 , Tμ是紧集.对于M ,{ν∈ M:ν|μ}={ν∈ M+:ν|

μ}是紧集.对于 N+,由文[ 3] ,2.4.12 , N+是M+中闭集 ,由文[ 4] ,2.2.6 , N+是Hun半群.对

于 N ,{ν∈ N , ν|μ}={ν∈ N+, ν|μ}是紧集.

引理 1　对任意 μ∈ N ,集合 E∶={a ∈ X :μ(a)>0}是有限或可列集 ,其中 , μ(a)∶
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=μ({a}).设 μ＊∶= ∑
a∈X , μ(a)>0

μ(a)δa ,则 μ=μ＊.

证明　由定义 1 , 仅需证 E 为有限或可列集及μ(C)=μ
＊
(C),  C ∈ K.由于 C的

每一开覆盖有有限子覆盖 , 故完全可以仿照文 [ 5] , 1.7的证明.

引理 2　设{μn}是 N 中收敛于μ∈ N 的网 , C ∈ K.又设{a1 , …, as}∶={a ∈ C:

μ(a)>0}, f 1 , …, f t为X 上的连续函数.则对任意 ε>0 , 存在 δ>0及开集 C
＊  C ,使

1)|fk(a)-fk(aj)|<ε,  k , j ,  a ∈ Bδ(aj);Bδ(a i)∩ Bδ(aj)= . i ≠j;其中 ,

Bδ(aj)∶={a ∈ X:ρ(a , a j)<δ}.

2)lim
n
μn(Bδ(aj))=μ(aj),  j.

3)Bδ C
＊ ,  j ,且lim

n
μn(C

＊)=μ(C).

证明　设开集 V  C且V有紧的闭包.设当δ=δ1 >0时1)成立 ,又设 d1 =ρ(C , V
C
),

d2 =min{ρ(a , C):a ∈ V C ,且 μ(a)>0}, δ=min{d1 , d2 , δ1}/3 , C
＊
∶={x :ρ(x , C)

<2δ}.则C
＊
及所有的Bδ(a j)均为μ连续集且μ(C

＊
)=μ(C), μ(Bδ(aj))=μ(aj),  j.

2),3)得证.

定理 2　N 是稳定的.

证明　用反证法来证明 N满足文 [ 4] , 2.15.1 (b)中的等价定义.

设(μn)(νn)(λn)是N中的3个网 , μn =νn +λn.(μn)收敛于 μ∈ N.若(νn)没有聚点 ,

则每个 x ∈ Tμ都存在邻域Ux 和nx ,使当 n ≥nx 时 ,(νn) Ux.以下将证明存在一个 x ∈

Tμ和n >nx ,满足 νn ∈ Ux ,从而推出矛盾.

由 vague拓扑的性质 , 每个 x ∈ Tμ都存在如下形式的邻域 V
x
 Ux:

　　V
x
={ν∈ N:|∫f xi d ν-∫f xi d x |<2ε

x
i , i =1 , …, k(x)}.

其中 , εx1 , … , εxk(x)>0 , f x1 , …f
x
k(x)是 X 上有紧支撑的连续函数.设

　　　　Vx∶={ν∈ N:|∫f xi d ν-∫fxi d x|<εxi , i =1 , … , k(x)}.

紧集 Tμ的开覆盖 ∪
x ∈T

μ

Vx存在有限子覆盖 ∪
1≤r≤m

Vx(r),设 C
x(r)
i 是 f x(r)i 的紧支撑 ,  i , r.则 C∶

=∪
i , r
C
x(r)

i 是紧的.在引理 2中 ,令

　　　　ε∶=min
i , r
εx(r)i / μ(C),{f1 , … , ft}∶={fx(r)i :r =1 , …, m;i =1 , …k(x(r))}.

设{a I , … , as}, C
＊及 δ均如引理 2所叙 ,则

　　　　lim
n
μn(Bδ(aj))=μ(aj),  j

因为 μn(Bδ(aj))是整数值 ,故存在 n0 ,当 n ≥n0 时 , νn(Bδ(aj))≤μn(Bδ(aj))=μ(aj),

 j.设(νn(k))为(νn)的 1个子网 ,且整数网(νn(k)(Bδ(aj)))收敛于整数 tj ,  j.则存在 k1 ,

当 k ≥k 1时 , νn(k)(Bδ(aj))= tj ≤μ(aj).

设 x0 ∶= ∑
j

tjδa
j
,则 x0 ∈ Tμ.故存在 r ,使 x0 ∈ Vx(r).由引理 2 ,

　　　　lim
n
μn(C

＊)=μ(C)=∑
j

μ(aj)=lim
n ∑

j

μn(Bδ(aj))

设 E ∶=∪
j
Bδ(aj), 由上式知存在 k2 ≥ k 1 , 当 k ≥ k 2 时 , μn(k)(C

＊
 E)= 0 , 故

νn(k)(C
＊ E)=0.设K ≥ k 2 ,且 n(K)≥n(x(r)).则对任意的 i有
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　　　　∫f x(r)i d νn(K)-∫fx(r)i d x(r) ≤

　　∫E f x(r)i d νn(K)-∫E fx(r)i d x0 +∫f x(r)i d x0 -∫fx(r)i d x(r) ≤εμ(C)+εx(r)i ≤2εx(r)i .

故 νn(K)∈ Vx(r), 从而导出矛盾.

注 　非可分的局部紧完备度量空间的例:设 K 为不可列集 ,K 上的度量ρ定义为ρ(x ,

x)=0及 ρ(x , y)=1当 x ≠y .则 K 是不可分的 ,易见 K 是局部紧完备度量空间.
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The Hun Semigroup Structure of Counting

Measures on a Non-Separable Space

SONGShao-qiang
 
, HE Yuan-jiang

Abstract:A Radon measure on a locally compact complete metric space is called a strong Radon mea-

sure if each bounded set has finite measure.It is proved that the convolution semigroup of strong

Radon counting measures is a stable Hun semigroup.

Keywords:Hun semigroup;strong Radon counting measure
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