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随机环境中马氏链的强大数定理
 

李　炜 , 郭先平
(中山大学数学系 ,广东 广州 510275)

摘　要:研究随机环境中可列状态马氏链的有关强大数定理.证明了关于通常的非齐次马氏

链的很多强大数定理 , 对于随机环境中的马氏链仍然成立.
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马氏链的极限理论是随机过程中的重要研究内容 , 但那些研究均是对确定的马氏链而

言的 , 即他们研究中马氏链的环境是固定不变的.近年来 , 随机环境中马氏链的研究已引

起人们的极大兴趣.Bourgin[ 1]研究了随机环境中马氏链的吸收概率 , Cogburn[ 2 ,3] 研究了随

机环境中马氏链的遍历理论和中心极限定理.Seppäläinen[ 4] 研究了具有随机转移马氏链的

大偏差 , 但关于随机环境中马氏链的强大数定理似乎还未见探讨.本文的目的旨在做点尝

试性工作.

1　随机环境中马氏链的性质

设 S 为有限或可列集 , S/为S 的一切子集 , (S , S/ )为可测状态空间 , N为全体非

负整数集.S N称为轨道空间 , S/N 是相应的由柱集产生的乘积 σ-代数 , 以 M 记S 上的

全体随机矩阵 , G记S 上的全体初始分布 , MN记相应 M 的乘积集合.设μ=(μ(i), i ∈

S)∈G , m =(mn , n ∈N)∈M
N
, x=(xn , n ∈N)∈ S

N
, 令:

P
m
μ(x0) μ(xo), P
m
μ(xo , x1 , …, xn) μ(x0)m0(x0 , x1)…mn-1(xn-1 , xn), n≥1

于是 P
m
μ可唯一延拓为 (S

N
, S/

N
)上的概率分布 , 全体这样的分布的集合{P
m
μ:m ∈M

N
, μ

∈G}仍简记为MN .下面构造MN上的 σ-代数 mN如下:对任何固定的 A ∈ S/N , 作映射

fA:M
N※R , Pmμ※Ρmμ(A), m

N为由 f
-1
A (B):A ∈ S/

N , B 为 R上的任意 Borel集 所生成的 σ

-代数.Q是可测空间(MN , mN)上的概率分布 , 称(MN , mN ,Q)为随机环境.令:

Ψ=MN×SN , F=mN ×S/N

设ω=(ωn , n ∈N)∈ S
N
, η∈ M

N
,记 ω=(η, ω)∈ Ψ, 并令:Xn(ω)=X′n(ω) ωn ,(n ≥

0), 则{Xn(ω), n≥0}是(Ψ, F)上的随机过程 , {X′n(ω), n≥0}是(S
N
, S/

N
)上的随机过
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程.由于Xn(ω)=X′n(ω)与 η无关 , 因此今后将上述 2个过程都写成 Xn , 这不会引起混

淆.由M
N
的构成有引理 1.

引理 1　固定 A ∈ S/
N
, 则将η(A)看成 η的函数是m

N
可测的.

由引理 1 , 对任意 Γ∈mN , A ∈ S/N , 可令P(Γ×A) ∫Γη(A)Q(dη),将 P 到F上的

唯一延拓的概率测度仍记为 P , 于是(Ψ,F , P)成为一个概率空间.

约定 E ,EQ ,Eη分别表示概率空间(Ψ,F , P), (M
N
, m

N
, Q)和(S

N
, S/

N
, η)上数学期望.

定义 1　概率空间(Ψ, F , P)上的随机过程{Xn , n ≥0}称为随机环境(M
N , mN , Q)中的

取值于 S 上的马氏链.

引理 2　设 β是 S/
N
的子 σ-代数 , 且有互不相交可列生成 , 又设f(x)是 S/

N
有界可

测函数 , 则Eη(f(x) β)是 m
N×β可测的.

证明　设 An 是 β 的互不相交的可列生成 , 且 ∪
∞

n=0
An =S

N.约定 , 当η(An)=0 时 ,

1
η(An)

∫S N IA
n
(y)f(y)η(dy)=0 ,则可直接验证

Eη(f(x)|β)=∑
∞

n =0

IA
n
(x)

η(An)∫SN IAn(y)f(y)η(dy)　　η∈ MN

从而利用引理 1和单调类定理容易得到Eη(f(x)|β)是 m
N ×β可测的.

引理 3　设 β是 S/N的有互不相交可列生成的子 σ-代数 , α是mN的子 σ-代数 , f是

m
N × S/N上的有界可测函数 ,若Eη(f(η, x)|β)是 α×β可测的 ,则有:

E(f(η, x)|α×β)=Eη(f(η, x)|β)　　a.e.-P

特别 ,如果 f(x)是有界 S/
N
可测函数且Eη(f(x)|β)是 α×β可测的 ,则

E(f(x)|α×β)=Eη(f(x)|β)　　a.e.-P

证明 　因为Eη(f(η, x)|β)是 α×β可测的 ,故只需证明:对任何 B ∈ α×β ,有

E IBf(η, x)=EIB(Eη(f(η, x)|β)),由单调类定理知 ,只需证明:对任何 Γ∈ α, A ∈ β ,有:

EQ(Eη(IΓ×Af(η, x)))=EQ(Eη(IΓ×A(Eη(f(η, x)|β ))))

事实上 ,EQ(Eη(IΓ×A(Eη(η, x)|β))))=EQ(IΓ(EηIA(Eη(f(η, x)|β))))=

EQ(IΓEη(IAf(η, x)))=EQ(Eη(IΓIAf(η, x)))=EQ(EηIΓ×Af(η, x))

引理 4　设{Xn}是随机环境中的马氏链 ,对任意非负整数序列0 ≤n0 <n1 <n2… <

nm <… <nm+k 及S
k+1的有界函数 f ,令:

E[ f(Xnm , … ,Xn
m+k
)|Xn

0
, … , Xnm]  E(f(Xnm , …, Xnm+k)|m

N ×σ(Xn
0
, …Xnm))

则E(f(Xnm , …, Xnm+k)|Xn0 , …, Xnm)(η, ω)=E[ f(Xnm , … ,Xn
m+k
)|Xnm](η, ω)=

Eη(f(Xnm , … , Xn
m+k
|Xnm)(ω)

证明 　由马氏链的性质 ,对任何 η∈ M
N
,有:

Eη(f(Xnm , …, Xnm+k |Xnm)=Eη(f(Xnm , … ,Xnm+k)|σ(Xn0 , …, Xnm))=

∑
x
t
∈ S

n
m+1

≤t≤n
m+k

f(Xn
m
, xnm+1 , … , xn
m+k
)ηnm(Xnm , xnm+1)ηnm+1(xnm+1 , xnm+2)

…ηn
m+1

-1(xn
m+1

-1 , xnm+1)…ηnm+k-1(xnm+k-1 , xnm+k) (1)
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对任何固定的 k 和 x , y ∈ S ,由定义易得:f(η) ηk(x , y)(η=(η0 , η1 , …, ηk , …)),由引

理1有ηk(x , y)=η(xk = x , xk+1 =y)/ η(xk =x)为m
N可测 ,进而有 f(η)是 mN ×σ(Xn

0
,

…, Xn
m
)可测 ,又 f(Xnm , xnm+1 , …, xnm+k)是 σ(Xnm)可测 ,从而是m

N
×σ(Xn

0
, … , Xn
m
)可

测 , 于是可得(1)式的右边是 mN ×σ(Xn
0
, … , Xn
m
)可测的;又由 S 的可数性知 ,

σ(Xn
0
, …, Xn
m
)是互不相交可列生成的 ,因此 ,由引理 3知Eη(f(Xnm , …, Xnm+k)|Xnm)(ω)

=E[ f(Xnm , … ,Xnm+k)|Xn0 , …, Xnm ](η, ω).令 n0 =nm ,则由上式得Eη(f(Xn
m
, … ,Xnm+k)

|Xn
m
)(ω)=E(f(Xn
m
, … ,Xnm+k)|Xn
m
)(η, ω).

2　主要引理及其证明

引理 3 ,4揭示了随机环境中的马氏链与固定环境下马氏链的内在联系 ,它启示我们在

讨论随机环境中马氏链的强大数定理之前 ,应先分析固定环境中马氏链的强大数定理.

引理 5　设{Xn , n ≥0}是定义于某个概率空间(Ψ
＊
,F

＊
, P

＊
)上的任意非齐次马氏链 ,

其状态空间为 S＊ ,{fm , m ≥1}是定义于 S ＊(k+1)(k 为非负整数)上的(k +1)元有界函数 ,

{am ,m ≥ 1}是一列单调递增趋于无穷的非负数列 , 记 x-n(n ≥ 1)为常数 , 如果

∑
∞

n=1

1

an
2E

＊[ f2n(Xn-k , … ,Xn)] <∞ , 则对任何正整数 t ,恒有:

lim
n※∞

1
an ∑
n

m=1

(E＊[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k] -E＊[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-t ])=0　a.s-P＊

　　证明 　对任何 1 ≤ i ≤ t ,令

Y
(i)
m =E＊[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-i+1] -E＊[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-i ] , m ≥1

于是有:σ(Y(i)1 , …, Y(i)m-1) σ(X0 ,X 1 , …, Xm-k-i)　　(m ≥2)

当 m <k +i 时 , σ(X 0 , X1 , … , Xm-k-i) (Ψ,  ) , 利用条件期望性质和过程马氏性有

E
＊
[ Y

(i)
m |Y

(i)
1 , … ,Y

(i)
m-1] =E

＊
[ E

＊
[ (Y

(i)
m |X 0 , … , Xm-k-i] |Y

(i)
1 , … ,Y

(i)
m-1] E

＊
[ Y
(i)
m |X0 , … , Xm-k-i ] =

E
＊
[ E

＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|Xm-k-i+1] |X 0 , …, Xm-k-i ] -E

＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|Xm-k-i ] =

E
＊
[ E

＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|X 0 , … , Xm-k-i+1] |X 0 , X 1 , … , Xm-k-i ] -E

＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|Xm-k-i ] =

E
＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|X 0 , … , Xm-k-i ] -E

＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|Xm-k-i ] =

E
＊
[ fm(Xm-k , … , Xm)|Xm-k-i ] -E

＊
[ fm(Xm-k , … , Xm |Xm-k-i ] =0.

于是得{Y
(i)
m , m ≥1}为鞅差序列.由条件期望的 Jensen不等式又得:

E
＊
(E

＊
[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k-i+1])

2
≤E

＊
(E

＊
[ f

2
m(Xm-k , … , X
m
)|Xm-k-i+1])=

E＊[ f 2m(Xm-k , … , Xm)]

同理 ,E＊(E＊[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k-i])
2 ≤E＊[ f 2m(Xm-k , … ,Xm)] ,

再由不等式(a -b)2 ≤2(a2 +b2)可得:

E＊(Y(i)m )
2 ≤2{E＊(E＊[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k-i+1] )

2 +

E＊(E＊[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-i ])
2}≤4E＊[ f2m(Xm-k , …, Xm)]

于是有 　∑
∞

m=1
E＊(Y(i)m )

2 ·
1

a
2
m
≤4(∑

∞

m=1

1

a
2
m
E＊[ f 2m(Xm-k , … , Xm)])<∞

由鞅差序列的收敛定理可得
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　　　　 lim
n※∞

1
an ∑
n

m=1

Y
(i)
m =0 , 　　　a.s.-P＊ , 1 ≤ i ≤ t (2)

由定义得∑
t

i=1

Y
(i)
m =E

＊[ fm(Xm-k , … , Xm)|Xm-k] -E＊[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-t] (3)

再由(2),(3)式即知引理结论成立.

引理 6　设{Xn , n ≥0}是定义于某个概率空间(Ψ＊ , F＊ , P ＊)上的任意齐次马氏链 ,

其状态空间 S
＊
可列 ,对任意的 i , j ∈ S

＊
,令

D(i , j) {ω:lim
n

1
n ∑
n-1

m=0
δi(Xm(ω))P

＊
(Xm+1 = j|Xm = i)<∞}

则存在可测集 A ,使得P
＊
(A)=1 ,且

　　　　 lim
n※∞

1
n ∑
n-1

m=0
δi(Xm(ω)[ δj(Xm+1(ω))-P

＊(Xm+1 =j|Xm = i)] =0 (4)

对一切ω∈ A ∩ D(i , j)成立.

证明 　对任给 i , j ∈ S
＊
,由文[ 5] 中定理得 ,存在A(i , j)∈ S/

＊
,使得P

＊
(A(i , j))=

1 ,且对一切ω∈ A(i , j)∩ D(i , j),有(4)式成立.再注意到 S＊的可数性 ,令A =∩
(i , j)
A(i ,

j),即证.

3　强大数定理

定义 2　称环境空间(MN , mN , Q)中的概率测度 Q有可列支撑 ,如果存在可列集 A ∈

m
N ,使得Q(A)=1.

定理1　设{Xn , n ≥0}是随机环境中的马氏链 ,环境空间(MN , mN , Q)中的概率测度Q

有可列支撑 ,{fm , m ≥1}是定义于Sk+1(k ∈ N)上的(k +1)元有界可测函数 ,{an , n ≥1}

是一列单调递增趋于无穷的正数列 ,如果∑
∞

m=1

1

a
2
m
E[ f

2
m(Xm-k , …, Xm)] <∞ ,则对任何正整

数 t ,关于 P 几乎处处地有:

　　　　 lim
n※∞

1
an ∑
n

m=1
(E[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k] -E[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k-t])=0

证明 　设 η1 , η2 , …为 Q 的可列支撑 ,则:

　　　　∑
∞

i=1
Q(ηi)∑

∞

m=1

1

a
2
m
Eη
i
[ f

2
m(Xm-k , …, Xm)] <∞, ∑

∞

m=1

1

a
2
m
Eη
i
[ f

2
m(Xm-k , … ,Xm)] <∞

对任何固定的 ηi ,

lim
n※∞

1
an∑
n

m=1
(Eη
i
[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k](ω)-Eη
i
[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-t](ω))=0 , a.

e.ηi

由引理4 ,得

E[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k] (ηi , ω)=Eη
i
[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k](ω)a.e.ηi

E[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-t ](ηi , ω)=Eη
i
[ fm(Xm-k , …, Xm)|Xm-k-t] (ω)　a.e.ηi

所以关于 P 几乎处处有:

lim
n※∞

1
an∑
n

m=1
E[ fm(Xm-k|Xm-k , …, Xm)(η, ω)-E[ fm(Xm-k , … ,Xm)|Xm-k-t](η, ω)] =0
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定理2　设{Xn , n ≥0}是随机环境中的马氏链 ,环境空间(MN , mN , Q)中的概率测度Q

有可列支撑 ,对任给 i , j ∈ S ,令:

D(i , j)={(η, ω):lim
n

1
n ∑
n-1

m=0
δi(Xm(ω))P(Xm+1 = j|{η}×{Xm = i})< ∞}

则存在可测集 A＊ ∈ mN × S/N ,使得P(A＊)=1 ,且

　　
lim

n ※∞
1
n ∑
n-1

m=0
δi(Xm(ω))[ δj(Xm+1(ω))-P(Xm+1 = j|{η}×{Xm = i})] =0 (5)

对一切(η, ω)∈ A＊ ∩ D(i , j)成立.

证明　任取(η, ω)∈D(i , j), 令D(i , j)(η)={ω∈ SN ,(η, ω)∈D(i , j)}.由于 Q 有

可列支撑 , 故存在可列集B ={η1 , … , ηn , …}∈m
N
使得 Q(B)=1 , 对任何 ηn ∈ B , 由引

理6 , 存在可测集 Aη
n
∈ S/

N
, 使得ηn(Aη
n
)=1 , 且对一切ω∈Aη
n
∩D(i , j)(ηn), 有 (5)

式成立.令A＊=∪
∞

n=1
{ηn}×Aη
n
,由 P 定义得P(A＊)=1 .显然 , (η, ω)∈ A＊∩D(i , j),

于是存在 n 使:(η, ω)∈[{ηn}×Aηn] ∩D(i , j), ω∈Aηn ∩D(i , j)(ηn)得 (5)式成立.
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On the Strong Law of Large Numbers

for Markov Chains in Random Environments

LI Wei
 
, GUO Xian-ping

Abstract:The strong law of large numbers for Markov chains in random environments are investigated

and it is proved that many of the normal strong laws of large numbers for nonhomogeneous Markov

chains still hold for Markov chains in random environments.
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