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关于非交换Hopf-Galois扩张
 

姜小龙
(中山大学数学研究所 ,广东 广州 510275)

摘　要:设 H 为有限 Hopf代数 , B 为交换环 , H0为交换 、余交换的有限Hopf代数范畴 , C为交

换环范畴 , A为交换群范畴.证明所有 H-Hopf-Golois 扩张的同构类集合E(H , B)定义一个范畴

H0 ×C到 A的双函子.
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1　有关引理

设 H为交换环R上的有限Hopf代数 ,称 R-代数A为H-模代数是指存在一个A上的H-

作用满足:

　　　　h(ab)=΢h(H(1)· a)(h(2)·b),  h ∈ H , a ,b ∈ A.

记A
H
={a ∈ A|h ·a =ε(h)a}为 B ,则 A 上的H-作用诱导映射

　　　　 :A  BA ※HomR(H , A),  (a  a′)(h)=a(h , a′),  h ∈ H , a , a′∈ A .

若  为同构 ,则称 A/B 为H-Galois扩张
[ 1]
.

若 H为有限Hopf代数 ,则任一 B上的H-Galois扩张是有限生成投射 B-模[ 2] .所以所有

B 上的H-Galois扩张按 H-模代数同构分类构成一个集合 ,记为E(H ,B),本文将证E(＊,

＊)为双函子.文中用到文[ 3] 的 2个结论如下:

引理 1[ 3] 　设 :G ※H 为有限Hopf代数间的映射 , A为G-Galois代数 ,则HomG(H , A)

为 H-Galois代数.

引理 2[ 3] 　设 A i为Hi-Galois代数 , i =1 ,2 ,则 A1  A2为 H1  H2-Galois代数.

引理 3　设 A/B 为H-Galois扩张 , B 为交换环 ,则 A 为B-progenerator.

证明 　A/ B 为H-Galois扩张从而为有限生成投射模且A#H  EndB(A)(文[ 2] 定理

1.7);直接验证可得

　　　　 :EndA#H(A) A
H =B , f ※ f(1A)

即B  EndEnd
B
(A)(A),得到 A 为B-忠实模 ,从而为 B-progenerator.
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2　主要结论

定理 1　记 H为有限Hopf代数范畴 , S 为集合范畴 , 则

　　　　E(,):H ×C ※S ,H ×B ※E(H , B),  H ∈ H ,B ∈ S 为双函子.

证明 　分 3步证明之.

(1) H ∈ H , T1 , T2 ∈ C 以及 f ∈ HomC(T1 , T2), 由引理 3 以及 Prop 1.2 知 A

 T
1
T2/ T2 为 H-Galois扩张.定义映射

　　　　E(H , f):E(H , T1)※E(H , T2), A ※A  T
1
T2

易得若 　g ∈ HomC(T2 , T3),则E(H , gf)=E(H , g)·E(H , f).

(2)设 T ∈ C ,  ∈ HomH(G ,H).由引理 1可定义映射

　　　　E( , T):E(G , T)※E(H , T), A ※HomG(H , A).

任取ψ∈ HomH(H , I),由HomH(HI ,HomG(GHH , GA)≈HomG(GH  HI , GA)≈HomG(GI , GA)

知 E(ψ , T)=E( T).

(3)设 f ∈ HomC(T 1 , T2),  ∈ HomH(G , H),则有:

　　E(H , f)E( , T)(A)=E(H , f)(HomG(H , A))=

　　HomG(H , A  T
1
T2

(a)
(HomR(H , A))

G  T
1
T 2

(b)
(HomR(H , A  T

1
T2))

G =

HomG(H , A  T
1
T 2)=E( , T 2)E(H , f)(a), 　　 A ∈ E(H , T1)

式子中(a)、(b)含义为:

(a)定义HomR(H , A)的 G-双边作用为

　　　　 xfy(h)= f(yhx),  x , y ∈ G , f ∈ HomR(H , A), h ∈ H

则有 　　HomG(H , A)=(HomR(H , A))
G ={f ∈ HomR(H , A)|x · f = f · x ,  x ∈ G}

(b)G在 T2上的作用是平凡的.又设 H ∈ H , T ∈ C ,记 IH , IT 为恒等映射 ,易见

　　　　E(IH , T)=E(H , IT)= IE(H , T).

综上所述 ,证得E( , )为双函子.

若 H为交换 、余交换的有限 Hopf代数 ,下证 E(H , R)为一交换群.

引理 4　令 G、H为R-代数 , A 、B 分别为G 、H-双模 ,若 A和B
H
为有限生成投射R-模 ,

则A
G
 RB

H
=(A  RB)

G 
R
H
.

证明 　“  ”显然;往证(A  RB)
G 

R
H
 A

G
 RB

H
.

由假设可取{fi , a i}i , {ek , bk}k 分别为 A 、BH 的对偶基.任取 x = ∑ iai  ci ∈ (A

 RB)
G 

R
H ,则有: h ∈ H , ∑ ia i  cih .两边用 fj作用得:

∑ i
fj(ai)hci =∑ i

fj(ai)cih ∑ i
f j(a i)ci ∈ B

H .

于是 x =∑ i , j
a jfj(ai) ci =∑ j

a j  ∑ i
fj(a i)ci ∈ A  B

H.设 x =∑(k)
dk  bk , dk ∈

A 且  g ∈ G有∑(k)gdk  bk =∑ dkg  bk ,重复上过程可得∑(k)es(bk)dk ∈ A
G .从

而x =∑s(∑(k)es(bk)dk) bs 即 x ∈ A
G
 B

H
.证毕.

推论 　设 Hi 、Gi为有限Hopf代数 , Ai为Hi-Galois代数 ,mi , Hi ※Gi 为Hopf代数同态 ,

(i =1 ,2).那么HomH
1
(G1 , A1) HomH

2
(G2 , A2)≈HomH

1
 H

2
(G1  G2 , A1  A2).
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证明 　Gi 上的Hi-作用由mi 诱导.定义双模结构H
i
HomR(Gi , Ai)H

i
为:

hfh′(g)=hf(h′g),  h , h′∈ Hi , g ∈ Gi , f ∈ HomR(Gi , Ai)

由引理 1HomH
i
(Gi , Ai)=(HomR(Gi , Ai))

H
i 为 Gi-Galois 代数从而为有限生成投射模 ,

HomR(Gi , Ai)亦然.于是 ,

HomH
1
(G1 , A1) HomH

2
(G2 , A2)=(HomR(G1 , A1) HomR(G2 , A2))

H
1
 H

2 ≈

Hom(G1 , A1  Hom(G2 , A2))
H

1
 H

2 ≈(Hom(G1 ,Hom(G2 , A1  A2))
H

1
 H

2 ≈

(Hom(G1  G2 , A1  A2))
H

1
 H

2 =HomH
1
 H

2
(G1  G2 , A1  A2)

定理 2　设H1 ,H2 ∈ H ,则E(H1  H2 , R)≈E(H1 , R)×E(H2 , R).

证明 　定义t 1 ,H1  H2 ※H1 , t2 , H1  H2 ※H2为

　　　　t 1(h  g)=hε2(g), t2(h  g)=ε1(h)g

εi为Hi的余单位 ,不致混淆时都以 ε记.t i为 Hopt代数同态 ,于是可诱导

　　　　E(ti , R),E(H1  H2 , R)※E(Hi , R),(i =1 ,2)

如定理4构造映射 t′、t:

t′:E(H1 , R)×E(H2 , R)※E(H1  H2 , R), A ×B ※A  B;

t:E(H1  H2 , R)※E(H1 , R)×E(H2 , R), A ※E(t1 , R)(A)×E(t 2 , R)(A)

下面验证 t 、t′互逆:

(1)t′t(A)=HomH1

1
 H1

2
(H′1 , A) HomH2

1
 H2

2
(H

2
2 , A)≈

HomH
1

1
 H

1

2
 H

2

1
 H

2

2
(H1

1  H
2
2 , A  A)≈

HomH
1

1
 H

1

2
 H

2

1
 H

2

2
(H1

1  R  R  H
2
2 , H1

1
 H

1

2
A  H

2

1
 H

1

2
A)≈

HomH
1

1
 H

2

2
 H

2

1
 H

1

2
(H1

1  H
2
2  R  R , H1

1
 H

1

2
A  H

2

1
 H

1

2
A)≈

HomH
1

1
 H

2

2
(H1

1  H
2
2 , A) HomH

2

1
 H

1

2
(R  R , A)≈

A  A
H

1
 H

2 =A  R ≈A

(2)t′t(A  B)=HomH
1
 H

2
(H1 , A  B)×HomH

1
 H

2
(H2 , A  B)≈HomH

1
(H1 , A) 

HomH
2
(R , B))×HomH

1
(R , A) HomH

2
(H2 , B)≈(A  R)×(R  B)≈A ×B

(1)式中 H
j
i =Hi ,(i , j =1 ,2),模作用分别为:

(H1
1  H

1
2) H

1
1

m(I  ε I)
H

1
1;　(H

2
1  H

1
2) H

2
2

m(I  ε I)
H

2
2

H
1
2  R

ε I
R;　H

2
1  R

ε I
R

(2)式中模作用为:(H1  H2)的 Hi-作用由 ti 诱导 , i =1 ,2;Hi在R 上的作用由(ε 

I)给出.至此得到定理所需之同构映射.

由定理2 ,当 H1 =H2 =H时 ,记 H的代数乘法为M ,那么

　　E(H , R)×E(H , R)≈E(H  H , R)
E(M , R)

E(H ,R)

若如此定义集合E(H , R)上的乘法 ,则 M 的结合性保证乘法的结合性 ,Hom(H , R)=

H
＊为乘法单位元.记乘法符号“·” ,则(E(H , R), ·)为一交换幺半群.

定理 3　设 H ∈ H0 ,则(E(H , R), ·)为交换群.

证明 　记S 为H的对极(antipode),则 S可逆且为代数同态.取ε′:H ※H , h ※ε(h),
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则M(S  1)Δ=ε′且下图交换:

E(H , R)
E((S  1)ΔH , R)

E(H  H ,R)
　 ↑E(ε′, R)　　　　　≈↑定理 2

E(H , R)→—————————E(H ,R)×E(H , R)

　　注意到任取A ∈ E(H ,R), E(ε′, R)(A)=HomH(H , A).但

　　　　 f ∈ HomH(H , A), h · f(x)= f(h · x)=ε(h)f(x)

即 　　　Im f  A
H =R ,

即 　　　E(ε′, R)(A)=Hom(H ,R)=1E(H , R).

记 　　　B =E((S  I)Δ, R)(A)=B 1 ×B2 ,

B 1 =E((I  ε)(S  1)Δ, R)(A)=E(S ,R)(A),

B 2 =E((ε 1)(S  1)Δ,R)(A)=E((εS  I)Δ, R)(A)=

　　E(IH , R)(A)=A.

追图法可得

　　　　B1 ·B2 =E(m(S  1)Δ,R)(A)=E(ε, R)(A)=1E(H , R)

即 　　　A
-1 =E(S , R)(A)

定理 3去掉了文献[ 3] 中相应结论所需条件:H＊ ≈∫
H
＊

C
 H(作为双 H-模),且将带

Galois群的Galois代数相应性质(文[ 4])推广到Hopf-Galois代数上.

推论 　E(,)为范畴 H0 ×C到A的双函子.
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On Noncommutative Hopf-Galois Extensions

JIANGXiao-long
 

Abstract:Let H be a finite Hopf algebra , B a commutative ring , H0 the category of all commuta-

tive , co-commutative finite algebra , C the category of commutative rings and A of commutative

groups.The main result here is that the set of all isomorphic classes of H-Galois extensions defines a

bifunctor form H×C to A.
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