
文章编号:0529-6579 (2000)05-0114-03

围长为 2的本原有向图的最小顶点指数集
 

陈小亘
(湛江师范学院数学系 , 广东 湛江 524048)

摘　要:研究一类本原有向图的最小顶点指数集 , 证明了 n(≥3)阶围长为 2 的本原有向图

的最小顶点指数集 En是:若 n是奇数 , 则 En ={2 , 3 , … , 2n -3};若 n 是偶数 , 则 En ={2 , 3 , … ,

2n -4}.
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1　问题的提出

广义本原指数是本原指数的拓广 , 它在数学的某些分支如计算机科学 、概率论等都有

应用[ 1] .在广义本原指数集研究中的一个问题是研究各种特殊的本原有向图类的广义本原

指数集.本文研究围长为 2的 n 阶本原有向图所成的类的最小顶点指数集En.

一个本原有向图是指:强连通的且所有不同圈长的最大公因数为 1的有向图.设 D 是

n阶本原有向图 ,其顶点集记为 V(D)={1 ,2 , …, n},弧的集记E(D).定义 expD(i , j)是这

样最小的整数 p ,使对于任一整数 t ≥p ,从顶点 i到j都有长为 t的途径(1 ≤ i , j ≤n).又

定义顶点 i的顶点指数为:expD(i)=max
1≤j≤n
{expD(i , j)}.于是 expD(i)是这样的最小整数p ,

使得从顶点 i到 j任意点都有不小于p 的途径.为方便处理 ,选择 D 中顶点的次序满足:

　　　　expD(1)≤expD(2)≤… ≤expD(n)

expD(1)称为有向图 D的最小顶点指数.D 的所有圈长的集记L(D)={r1 , …, rλ}.设 R =

{r i
1
, … , ri

t
} L(D),且 r i

1
, … , ri

t
的最大公因数(ri

1
, …, ri

t
)=1.D中从顶点i到j相应于R

的广义相对距离 dR(i , j)是 D中从顶点 i到 j接触R 中所有圈长 ri
1
, …, ri

t
(只要和一个长为

r 的圈有公共顶点就称接触了数 r)的最短途径的长.

设 a1 , … , as 是正整数 ,(a1 , … , as)=1 ,存在一个仅与 a1 , …, as 有关的整数 (a1 , …,

as),凡不小于  (a1 , …, as)的整数必可表为 a1 x1+…+asxs(整数 xi ≥0 , i =1 , … , s)的形

式 ,而  (a1 , …, as)-1不能表为 a1 x1+…+asxs(xi ≥0 , i =1 , … , s)的形式 ,  (a1 , …, as)

称为 Frobenius 数.周知 ,  (a1 , … , as)是存在的 , 且若 a1 , a2 为正整数 , (a1 , a2)=1 , 则

 (a1 , a2)=(a1 -1)(a2 -1).

由文[ 2] 知 ,若 i , j为本原有向图D中任意两顶点 , R ={ri
1
, … , r i

t
} L(D),且{ri

1
, …,

ri
t
}=1 ,则 expD(i , j)≤dR(i , j)+ {ri

1
, … , ri

t
}.

2　引理和证明

为表达方便 , 本文采用下面符号:(i , j)表示由顶点 i到顶点 j的一条弧.[ i , j] 表示顶

点 i与顶点 j之间的双向连通弧.

 收稿日期:2000-04-17;　作者简介:陈小亘 (1964 ～ ), 男 , 讲师.

中山大学学报 (自然科学版)

　
第 39 卷　第 5 期

2000年　9 月
ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM

UNIVERSITATIS　SUNYATSENI
Vol.39　No.5
Sep.　2000

　



引理 1[ 3] 　围长为 2的 n(≥3)阶本原有向图的最小顶点指数的最大值是:若 n 为奇

数 , 则其值为 2n-3;若 n为偶数 , 则其值为 2n-4.

引理2　若 k 为奇数 , n为整数 , 5≤k ≤n , V(D1)={1 ,2 , …, k , k +1 , … , n -1 , n},

E(D1)={(2 ,1),(3 , 2), … ,(k -1 , k -2),(1 , k -2),(1 , k -1), [ k -1 , k] , [ k -1 , k +1] ,

…, [ k -1 , n -1] , [ k -1 , n]},则 expD
1
(1)=expD

1
(1 ,1)=2k -4.

证明 　易见 D1为强连通图 ,有长为 2和 k -2的圈 ,(2 , k -2)=1 ,因此 D1是围长为

2的本原有向图.取 R ={2 , k -2},则  (2 , k -2)=k -3 ,对任意顶点 j ∈ V(D1), dR(1 ,

j)≤1+k -2 , expD
1
(1 ,1)≤1+k -2 + (2 , k -2)=2k -4.

对任意整数 m ≥2k -4 ,在 D1中都存在从顶点1到顶点1的长为 m 的途径 ,但不存在

从顶点1到顶点 1的长为 2k -5的途径 ,因此 expD
1
(1 ,1)=2k -4.

可以验证 ,对任意的顶点 i(≠1),都有 expD
1
(i)= max

1≤j≤n
{expD

1
(i , j)}≥2k -4 ,因此

expD
1
(1)=expD

1
(1 ,1)=2k -4.

引理 3　若 k 为奇数 , n为整数 ,5 ≤k ≤n , V(D2)={1 ,2 , …, k , k +1 , …, n -1 , n},

E(D2)={(2 ,1),(3 , 2), … ,(k -1 , k -2),[ k -1 , k ] , [ k -1 , k +1] , …, [ k -1 , n -1] , [ k

-1 , n] ,(1 , k -2),(2 , k -1)},则 expD
2
(1)=expD

2
(k -1 ,1)=2k -5.

证明 　易见 D2为强连通图 ,有长为 2和 k -2的圈 ,(2 , k -2)=1 ,因此 D2是围长为

2的本原有向图.取 R ={2 , k -2),则  (2 , k -2)= k -3 ,对任意顶点 j ∈ V(D2), dR(k

-1 , j)≤ k -2 , expD
2
(k -1 ,1)≤ k -2+ (2 , k -2)=2k -5.

对任意整数 m ≥2k -5 ,在 D2中都存在从顶点 k -1到顶点 1的长为 m 的途径 ,但不

存在从顶点 k -1到顶点1的长为 2k -6的途径 ,因此 expD
2
(k -1 ,1)=2k -5.

可以验证 ,对任意的顶点 i(≠k -1),都有 expD
2
(i)=max

1≤j≤n
{expD

2
(i , j)}≥2k -5 ,因此

expD
2
(1)=expD

2
(k -1 ,1)=2k -5.由文[ 3] 容易得出下面 2个引理.

引理 4　若 k 为奇数 , n为整数 ,3 ≤k ≤n , V(D3)={1 ,2 , …, k , k +1 , …, n -1 , n},

E(D3)={(1 ,2),(2 ,3), …,(k -2 , k -1),(k -2 , k +1),(k -2 , k +2), …,(k -2 , n-1),

(k -2 , n),(k ,1),[ k , k -1] , [ k , k +1] , [ k , k +2] , …, [ k , n -1] ,[ k , n]},则 expD
3
(1)=

expD
3
(k , k -2)=2k -3.

引理 5　若 k 为偶数 , n为整数 ,3 <k ≤n , V(D4)={1 ,2 , …, k , k +1 , …, n -1 , n},

E(D4)={(1 ,2),(2 ,3), …,(k -2 , k -1),(k -1 ,1), [ k -1 , k] , [ k -1 , k +1] , … ,[ k -1 ,

n -1] ,[ k -1 , n]},则 expD
4
(1)=expD

4
(k -1 , k -2)=2k -4.

3　定理及证明

定理 1　设 n(≥3)为整数 ,则 2 ∈ En.

证明 　考察围长为 2的本原有向图 D5 ,其中 V(D5)={1 ,2 ,3 , …, n}, E(D 5)={(1 ,

3),[ 1 ,2] , [ 1 ,4] , [ 1 ,5] , …, [ 1 , n -1] , [ 1 , n] , [ 3 ,2] ,[ 3 ,4] , [ 3 ,5] , … ,[ 3 , n -1] , [ 3 , n] }.

容易验证 , expD
5
(1)=expD

5
(1 , 1)=2 ,因此 2 ∈ En.

定理 2　设 n(≥3)为奇数 ,则{3 , 4 , …,2n -3} En.

证明 　对任意 m ∈ {3 ,4 , … ,2n -3},则 m 的取值只可能出现下列4种情形:

①若 m =4t ,取偶数 k =2t +2 ,因4 ≤m ≤2n -3 ,则 3 < k ≤n.由引理 5 ,存在围
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长为 2的本原有向图 D4 ,使 expD
4
(1)=expD

4
(k -1 , k -2)=2k -4 =m.

②若 m =4t -1 ,取奇数 k =2t +1 ,因 3 ≤m ≤2n -3 ,则 3 ≤k ≤n .由引理 4 ,存

在围长为 2的本原有向图 D3 ,使 expD
3
(1)=expD

3
(k , k -2)=2k -3 =m.

③若 m =4t -2 ,取奇数 k =2t +1 ,因 3 ≤m ≤2n -3 ,则 5 <k ≤n .由引理 2 ,存

在围长为 2的本原有向图 D1 ,使 expD
1
(1)=expD

1
(1 ,1)=2k -4 =m.

④若 m =4t -3 ,取奇数 k =2t +1 ,因 3 ≤m ≤2n -3 ,则 5 ≤k ≤n .由引理 3 ,存

在围长为 2的本原有向图 D2 ,使 expD
2
(1)=expD

2
(k -1 ,1)=2k -5 =m .

综上所述 ,{3 ,4 , … ,2n -3} En.

定理3　n(≥3)阶围长为 2的本原有向图的最小顶点指数集 En :若 n 为奇数 ,则 En =

{2 ,3 , …, 2n -3};若 n 为偶数 ,则 En ={2 ,3 , … ,2n -4}.

证明 　若 n 为奇数 ,由引理1 、定理 1和定理 2可得 En ={2 , 3 , …,2n -3}.

若 n为偶数 ,在引理5中取偶数 k =n ,则存在围长为2的本原有向图D4 ,使得 expD
4
(1)

=expD
4
(n -1 , n -2)=2n -4 ,因此 ,2n -4 ∈ En.

若 n为偶数 ,则 n -1为奇数 ,由定理2有{3 ,4 , … ,2(n -1)-3} En-1 ,即{3 ,4 , …,2n

-5} En-1.而 n -1(>4)为奇数时 , En-1  En.这是因为对任意 m ∈ En-1 ,在定理 2的

证明中可知 ,必存在一个 D1 , D2 ,D3 ,D4 这4种情形之一的顶点集为{1 ,2 , …, n -1}的本原

有向图 D′使得 expD′(1)=m.于是在 n -1阶图 D′的基础上添加顶点n ,使它构成相应的

D′所属情形的围长为 2的 n 阶本原有向图D ,易见 expD(1)=m ,从而 m ∈ En.

因此由引理 1和定理 1知 ,若 n 为偶数 ,则 En ={2 ,3 , …,2n -4}.

此外 ,对于围长为 2的本原有向图的最小顶点指数的最大值来说 ,其极图在同构意义下

并不是唯一的.在引理 5中 ,取偶数 k =n(≥8),则有D4 使得 expD
4
(1)=expD

4
(n -1 , n -

2)=2n -4.而对 D6 ,其中 n(≥8)为偶数 , V(D6)={1 ,2 , … , n}, V(D6)={(2 ,1),(3 ,2),

(4 ,3), … ,(n -1 , n -2), [ n -1 , n] ,(1 ,3),(1 , n -2),(4 , n -1)}.容易验证 ,D6是围长为

2的本原有向图 , expD
6
(1)=expD

6
(1 ,1)=2n -4.显然 D4与 D 6不同构.
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The Minimal Vertex Exponent Set of Primitive Digraphs with Girth 2

CHEN Xiao-gen
 

Abstract:This paper discusses the minimal vertex exponent set for the class of primitive digraph.It
proves that the minimal vertex exponent set of primitive digraphs of order n with girth 2 is En that En

={2 , 3 , … , 2n-3}if n is odd and En={2 , 3 , …2n-4}if n is even.
Keywords:girth;primitive digraph;vertex exponent;vertex exponent set
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