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摘 要 : 提出一种双调排序标志方法和一般并行机上的实现算法
.

该方法可简化双调排序算

法在许多不同并行模型上的实现
.
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排序算法一直是计算机科学的重要研究领域 [’
一 , ]

.

双调排序算法是由 aB tC h e

户 ]于

196 8年提出的
.

该算法在通讯网络中也具有重要的应用价值 [’]
.

双调排序法 出现之后对

它的研究主要集中在将它移植到不同的并行模型上 [,]
.

但是
,

由于这些双调排序算法在不

同的并行模型上实现时标志方法很不统一
,

在一定程度上复杂化了这一移植过程
.

本文提

出了一种标挚方法
,

它较大地简化了双调排序算法在并行模型上的移植过程
,

并使并行模

型上的双调排序算法的实现更加简明
.

本文第 1节为双调排序的基本思想 ; 第 2 节提出了本文的标志方法
,

并证明了它的正

确性 ; 第 3 节简略讨论了算法设计思想
.

1 双调排序算法

排序算法可以把
n
个无序数排列成一列有序数 A。

,

A l ,

…
,

nA
_ ,

,

使得 A ` 蕊 人
+ :

(升序 )

或 人
+ ; ` A `

(降序 )
,

0 鉴 i < n ~ 1
.

双调排序法是基于 aB et he
r
定理实现的一种排序算法

.

定义 I n
个数的序列 A。

,

A ; ,

…
,

人
_ 1
称为双调序列

,

如果这个序列满足
:

( l) 存在 j
,

o 鉴 j < n ,

使得 A。 ` A , 簇 … 蕊 街
,

街
+ 1 ) 冉

+ ; 妻 … ) A
。

·

( 2) 通过循环移位后
,

条件 ( l) 满足
.

例如
,

1
,

3
,

6
,

7
,

8
,

5
,

4
,

2 为双调序列
,

4
,

2
,

1
,

3
,

6
,

7
,

8
,

5 亦为双调序列
.

aB hct
e :
定理 s1[ 对于任何给定的

n 二 2 “
个元素的双调序列 0A

,

lA
,

.A 二
,

人
_ l

,

如果 及

= m , n
( A` ,

A佳
+ `

)
,

C ` 二 m ax ( A ` ,

A号
十 `

)
,

o 、 ` <

晋
·

那么

l() OB, BI,
`

一书
一 1和 OC, CI, 一 q

一 1均为双调序列
·
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2() Bi ` ci, ” “ ,j,
(

今
反复使用 aB thc

e r
定理

,

可以把 n 二 2 ,
个数的双调序列归并为有序序列

,

这一过程称为

双调归并
.

8 个数的双调归并如图 1所示
.

横线表示数的存放处
,

箭号表示两数进行比较
,

箭

头处存较小的数
,

箭尾处存放较大的数
.

比较从左往右进行
.

.PIP八乃.PP,八7P一一下下 } 二 ,
_

二 今 ;;;

]]]]] 口口 龙 }}}
` ’

乙乙

444444444 ,,

——— 口口 (((} 二二 二 平 二二

]]]]] 口口口口 } 吮
’

层
_

:::
::::::::::: 昙 f 姜姜
二二二二二 牛 `

’

岑岑
昙昙昙

’

} 导 份 去去

第 l 步 第 2步 第 3步

图 I n 二 分个数的双调归并

我们可以得到 2 个数的有序序列
,

这样组合成 4 个数的双调序列
,

归并这些双调序列
,

形成 8

个数的双调序列
,

…
,

归并 2 “ 个数的双调序列
,

这样实现的排序称为双调排序
,

8个数的双调

排序如图 2 所示
.

oPIP八八P’P,.P7P
个个 二 {{{} t 仁 {{{「「 个 二二

鱿鱿鱿 口口
口口

口口口 今
’

言言`̀̀̀̀̀̀̀

奋奋 仁仁 奋 二二 口口口口 } } 今 几几
JJJJJ

口口口口口口 l
’

:::... nnnnnnnnnnn

个个 了了 宁 花花 口口口口口 分 二二
二二二 个

.

戈戈 口口口 曰曰 }
’

:::
备备 二

’

} 备 二二二 牛 舀舀

-月了咤
ù
4
n西,̀丹j

第 l 步

第 1级

第理共一彭步 第 l 步 第 3步

第 2级

笙遏兰
第 3级

图 Z n 二 2 , 个数的双调排序

对于
n 二 2“ 个数的双调归并需要 。 步并行比较

.

对于 2 ` 个数的双调排序需要
n `
级的双

调归并
,

第 i ( 1 ` i 感 m )级双调归并需要 `步并行比较
,

因此
, n = 2确 个数双调排序共藉要

1 + 2 + … + 。 = 。 ( m + l )忍 步并行比较
.

2 一种统一的标志方法

如果把图 1
,

2 中的每一条水平线上的数用一个相应的处理器来存放
,

每一个箭号表示

箭头和箭尾处的处理器所存数之间的 比较
.

易看出
,

只要任何箭号处的 2 个处理器可 以通

信
,

每一步中的比较可以同时进行
,

双调排序法很容易用多处理器结构来实现
.

在
n = 2“ 个数的双调排序算法中

,

每一步都有
n
忍 对处理器参与比较

.

如果给这些处

理器用 O到 2价 一 l 进行编
,

并用 iP 表示第 i 号处理器 ( O蛋 i < 2哟
,

则这些比较是否有规律

可循 ?与所有级
、

步处理器号之间有没有关系 ? tS on
e
进行观察之后总结出下面的规律

.

引理 ls[ ] n 二 2` 个数分别放于
n
个处理器 0P

,

p : ,

…
,

凡
_ : 之中

.

并行双调排序的第 j

第 k 步 ( l 蕊 j 簇 。
,

1 ` k ` j) 的比较方法为处理器号的二进制表示 昧
一 1￡. ,

2’’
·

i0 的第 j -

k 位不同的处理器对之间进行比较
.
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这一比较方法可用图 3表示
.

bi 表示在所有标号的二进制表示第 i位不同的处理器对之

间进行比较
.

n 二 2“ 个数的双调排序结果处理器 几

存放了一个数A `
( 0 鉴 i < 2哟

,

并且可以是升

序和降序 2 种情况
.

若为降序
,

则 A“ 街
,

0

( j < i < 2气若为升序
,

则 A“ 街
,

0 缤 i <

j < 2 “
.

前面只考虑了升序
.

双调排序不仅要确定处理器之间的比较

方法
,

而且要确定比较的方向
,

即 2 个处理器

内的数进行比较之后较小的数和较大的数如

何分别存在这 2 个处理器之中
.

第 1步 第 2步 第 3 步 … 第 。 步

0

.”̀

02

.

0
.

t̀I

匈bl如第 1级

第 2 级

第 3 级

第 二 级

图 3

:b
_ 1 编

一 2 凡
_ 3 … b0

n 二 2 , 个数的双调排序的比较方法

图 2 和图 3 中较小数放在箭头处的处理器中
,

较大数放于箭尾处的处理器之中
.

双调排

序算法要在每步比较之前先确定每个处理器是存放在参与比较的 2 数之中的较小数还是较

大数
.

若存放较小数该处理器比较之前应置标志为 0
,

否则
,

置标志为 1
.

这称为双调排序的

标志方法
.

n 个数的双调排序的标志方法并非唯一 这是因为每一级比较 (最高级比较除外 )

只要形成许多双调序列便可 以了
,

并不具体规定每一比较的方向
.

下面的定理给出了一种双

调排序的标志方法
.

引理 Z n 二 2邢 个数分别放于 2价 个处理器之中
,

如果这 n = 2价 个数为双调序列
,

并且

按 比较模式 b~
: ,

b~ 2
,

…
,

b。进行 . 步并行比较
.

处理器 只 ( 0 “
< 2价

,

i 的二进制表示为

编
_ 1 1。

~

2’’
·

i0 的第 几步的标志为 1.
_ 。

,

则 。 步比较之后的结果为升序 ;若上述标志为 瑞
_ ; ,

则

。 步比较之后的结果为降序
.

证明 当 。 = 1时
,

引理显然成立
.

假设当 m = : 时的引理成立
.

即 2
`

个数的第 t 步并

行模式为 认
_ 1 ,

b卜 2 ,

… b。
,

p `
的第 : 步 比较标志分别为 凡

_ ;
,

礼
_ 2

,

…
,

i。 ( i 的 二进制表示

i
: _ : i

: _ 2… i。 ) 时
,

结果为升序
.

尸` 的比较标志分别为礼
_ : 丸

_ 2… 几时
,

结果排成降序
.

当 m 二 t + 1 时
,

2
` , `
个数的双调序列首先进行一次并行比较 b

: ,

p ` 的并行比较标志为

i
:

( i 的二进制表示 i
:
i

: 一 1… 10 )
,

即 p `和尸2
`十 `

( 0 落 i < 2
`

)进行比较
,

且较小数放在 p ` 中
,

较大

数放在 尸2 ` , `
中

.

依 B at hc e :
定理

,

可得到 2 个双调序列
,

分别存于 0P
,

p : ,

…
,

凡
` 一 :
和 尸2

· ,

尸2
, + ; ,

…
,

几
“ , _ ;

之中
,

且 0P
,

…
,

凡
` + ;
中的数小于 几

` ,

…
,

几
+l , _ ; 中的数

.

因为此后的 : 步比

较模式为 瓦
_ 1 ,

b
` 一 2

,

…
,

b。
,

p ` 的比较标志为 it
_ : ,

心
_ 2 ,

…
, 。̀

( 0 ` i < 2
` ,

i 的二进制表示为

娜
: _ 1… i0 )

,

依归纳假设
,

0P
,

lP
,

…
,

尸2
` _ 1可排升序

.

又因为 尸2
, ,

凡
`+ l

,

…
,

凡
`· , _ 1的标号的二

进制表示除最高位均为 1之外
,

其余与 0P
,

尸 : ,

…
,

几
, 一 ,
相同

,

而最高位在后面的 t 步比较模

式和标志中并未出现
,

故亦可排成升序
.

这样就实现了 2
,” 个数的排序

,

且排为升序
.

同样可

证
,

当 尸`的并行比较标志分别为礼
,

礼
_ :

,

…
,

而时 (0 ` i < 2`
今 ’ ,

i 的二进制表示 iit : 一 1… i。 )
,

可

排为降序
.

定理 1 如果 ① 有 n = 2 ,
个处理器 0P

,

p : ,

…
,

凡
· _ :

.

初始时每个处理器存放 1个数 ;

② 处理器之间的比较方法按引理 2进行 ; ③M akr ( ￡
,

j
,

k ) 二 ij 由 ij
一 *

,

0 ` i < 2价
,

1握 j 蛋 ,
,

1 ` k 〔 j
, `的二进制表示为认

_ : 猛
_ 2… i。

.

M akr ( i
,

j
,

的 为处理器 只 在第 j 级第无步的标志
.

那么
,

当 编
二 0 时

,

经过 m 级比较之后
, n = 2 “ 个数在

n
个处理器中排成升序 ;当 猛

=

1时
,

排成降序
.
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证明 当 m = 1时
,

定理显然成立
.

假设当 m = t 时定理成立
.

即如果
n = 2

,

个处理

器开始时分别存放了 1个数
,

比较模式遵守引理 1
,

即为 b。
,

b l ,

b
: 一 ;

,

b
: 一 : ,

…
,

b 。
.

M ar k( i
,

j
,

k )
二

ii ① ij
一 * ,

0 ` i < 2
` ,

1 感 j 蕊 :
,

1 ` k ` j’. i 的二进制表示为东
1 ,

心
一 2 ,

…
,

i0 A ! # i: =

0 时
,

这 2 `

个数在
n
个处理器中排成升序

,

i: = 1 时
,

这 2
`

个数在
n
个处理器中排成降序

.

当 。 = ` + 1时
,

2
`十 `
个处理器 尸。 ,

尸 1 ,

…
,

尸广
, _ ; 可分成 2部分看待

.

尸。
,

尸 , ,

…
,

尸 2一 1的

下标二进制表示第 t 位均为 o
,

尸 2 : ,

尸2 : + ; ,

…
,

尸广
, _ , 的下标的二进制表示第 ` 位均为 1

.

依归纳假设
,

在前 ` 级比较结束之后
,

尸。 ,

尸1 ,

…
,

尸 2 ` _ ,
中的数应排成升序

,

尸2 . ,

尸 2 `十 1 ,

…
,

尸广
, _ 1
中的数应排成降序

.

即 尸。 ,

尸1 ,

…
,

尸尹
, _ 1
中的数在 t级并行比较之后构成一个 2 “ ’

个数的双调排序
.

在 ` + l 级比较时
,

M a r k ( i
,

r + l
,

k )
= i: + 1 ① i`一 * + ; ,

1 落 k 蕊 : + l
,

O 簇 i < 2 ` + ’ ,

i 的

二进制表示为 i
`
i
` _ ,… i。

.

当 i
, + , = 0 时

,

M a r k ( i
,

: + 1
,

k )
二 i

, + , _ * ,

即 p `
在 ` + l 级的 : + l

步并行 比较的标志分别为 i
: ,

补
_ 1 ,

…
,

i。
,

又因为 t 十 1级的比较模式为 乙
` ,

b
` _ ; ,

…
,

b。
,

根据引

理 1
,

第 t + l 级比较之后 Z +t ’
个数的双调序列可排成升序

.

同样
,

当 i
` + ; 二 l 时

,

M ar k ( i
, ` +

1
,

劝 = 几
十 1 _ k

,

根据引理 1
,

第 : + 1级 比较之后可排成降序
.

证毕
.

3 统一的双调排序算法

利用引理 1 和定理 1
,

本节给出了统一的双调排序算法
,

它可以方便地移植到 sI M D 和

M I M D 并行模型上
.

实现该算法使用了 R ee ie v e
语句和 S en d 语句

.

它们均有 3 种形式
:

( l ) 尸
` n e e e i v e 八 [ i ] fr o m 刀 [ i

,

]
,

处理器 尸`
接收处理器只

,

的寄存器丑 [ i
`

] 的内容且存放

于寄存器 A 〔i] 中
.

( 2) 尸`
eR ce iv e

从 i」ofr m iP
,

处理器 尸`
从处理器 iP, 的寄存器接收一个数据且存放于寄

存器 A【i] 中
.

( 3

存器 A

尸
`

eR ce iv e A【il ofr m -x e d ge
,

处理器 尸`
从其输人边 -X ed ge 收一个数据且存放于寄

」中
.

( 4) 尸` se dn 盯 ijt
。
斑 i’1

,

处理器 尸
:

将其寄存器 A【i] 的内容送至处理器 iP
,

的寄存器

召〔i
,

] 中
.

( 5 ) p
:

s e n d A [ i ]
t o

-X
e d g e ,

处理器 p `
将其寄存器 A [ i ] 的内容送至其输人边 -x e d g e

.

( 6) 尸` se dn A 【il t。 只
, ,

处理器 p `
将其寄存器 A【门的内容送至处理器 尸`,

之中
.

在 SMI D 模型中
,

阮 n d 语句和 eR
c ie ve 语句由控制单元统一形成一系列传送操作来实

现
.

除被屏蔽的处理器外
,

所有处理器同时执行该操作 ; 在 S MI D 模型 中
,

eS dn 语句 R e -

ce iv e
语句起同步作用

.

Rec ie v e
语句使处理器在未收到数之前一直等待

,

收到数时发出回

答信号
.

eS dn 语句在发出数据后在处理器未得到回答信号之前等待回答信号
.

下面给出

算法
:

B ioott
。 与 n i路 (

n
)

/
’ 。 = 2 `

,

p `
具有至少 2 个寄存器 A【i] 和 B【i」

,

0 鉴 ￡ < n
.

排序开始时
n
个数分别

存放于 A [ o ]
,

A [ l 〕
,

…
,

通〔2爪 一 l ] 之 中
.

排序结束时
,

A [o ] ( A [ l ] ` … 簇 注 [ 2` 一 l ]
’

/

B哈
n
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fro j ~ 1 to m s

卿 l do

fro 无州 to 1 s

etP
一 l do

fro i小习 to n 一 1 s

etP
一 1 do in 脚汕

e l

if M山玉 ( i
,

j
,

k )
= l

ht en 尸`反 n d 滩 [ i ] ot p ` ,

e

lse 尸` R e c e ive 刀 [ i ] 加m 乃

if M alk ( i
,

j
,

k ) = l

ht en P ` ReeC i v e 注 [ i ] 伽m 尸`
·

e l se if A [ i ]
< B [ i ]

ht en 尸` S 川d 刀 [ i ] ot 尸` ,

e

晚 ibeg
n

尸`

enS a 通[ ￡] ot 尸`
,

M o v e B [ i ] ot A [ i ]
e
dn

en 山oF r

en dfo
r

e浏而 r

助d

上述算法中第 3 句中 in 脚成
e l指出该步为一个并行步

,

即所有处理器同时执行该循

环体内的语句
.

因此整个算法的执行时间为 口 ( 。
2
)
二 口 ( log )n

.

替换上述算法中的 Rec
e

ive 语句和 反
n d 语句可以将其移植到许多并行模型

,

如 E RE W
,

C C C
,

网孔
,

洗牌交换网等
.
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