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摘　要:在Hilbert空间中, 得到了关于柱体布朗运动与 Poisson 鞅测度之 It o 公式, 及带跳倒向随机微分方

程在关于 x满足李氏条件及关于 t 可以无界情形下解的存在惟一性.并给出例子说明关于 t可以无界的一些

条件是不可减弱的.
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1　引言及定义

倒向随机微分方程在随机控制 、金融市场和

解微分积分方程等学科中均有重要的应用[ 1] .本

文先将 Yor[ 2]关于 Hilbert空间上柱体布朗运动之

It o 公式推广成关于柱体布朗运动与 Poisson鞅测

度之公式.然后主要利用 Situ[ 3] 之方法导出了

Hilbert空间上带跳倒向随机微分方程在李氏条件

下解的存在惟一性.并给出了例子说明有些条件

是不可减弱的.

设 ( Ψ, F, P) 是概率空间, K, H 是可分

Hilbert空间.称{w( t) , t ∈ R+}是在可分Hilbert

空间 K 上的柱体布朗运动, 若它满足:①  t ∈

(R+, w( t ) 是在 K 上的随机线性函数;②  n ∈

N,  h1, h2, …, hn ∈ K, {( w( t ) h1, …w( t) hn) , t

∈ R+}是取值于 R
n 的布朗运动;③  h1, h2 ∈

K . t ∈ R+, E( w( t) h1) ( w( t ) h2) = t ( h1, h2) .

现设 k ( t ) 是取值于某可测空间 ( Z , B( Z ) ) 的

Poisson 点过程, N k(ds, dz) 是由 k (·) 定义的

Poisson计数测度, 其补偿是 π( dz)ds, π( ·) 是

B( Z ) 上的σ_有限测度,  N k(ds, dz) 是鞅测度,满

足 N k(ds, dz) =Nk(ds, dz) -π( dz )ds.令Ft是由

ws, ks , s ≤ t所产生并完备化的σ_代数.记 L
2
F(0,

T;H) 为取值于 H且为 Ft_循序可测过程的全体,

并满足以下条件的集合:

|x (·) |H = E∫
T

0
|x( t ) |2Hd t

1/2

<+∞

记L(K, H) 为由K至H 的连续线性算子的全体.

又记

L
2
(K, H)  {φ∈ L(K , H) ‖φ‖ =

∑
∞

n =1
|φ en |

2
H <+∞}

其中, { en}
∞
n=1  K 为基.显然 L

2
F(0, T;H) 和

L2
(K, H) 是 Hilbert 空间.对 φ( ·) ∈ L2F(0, T;

L2
(K, H) ) , 定义随机积分为

∫
T

0
φ( t) dw( t) =∑

∞

n=1∫
T

0
φ( t ) end(w( t ) en )

记 L2π(·) ( H) ={f ( z) 是B( Z) 可测的H 值函数:

≡ f ≡ ∫Z|f ( z) |2π( dz)
1/2

<∞}

记 F2
F(0, T ;H) 为全体 H 值的 Ft_可料的 f ( t , z ,

ω) 的集合, 它满足:

E∫
T

0∫Z |f ( t , z , .ω) |
2
π( dz)dt <∞

以下恒设 b(·) ∈ L2F(0, T ;H) , σ(·) ∈ L
2
F(0, T;

L2
(K, H) ) , c(·, ·) ∈ F2

F(0, T;H) .

2　It o 公式

设 xt = x0 +∫
t

0
bsd s+∫

t

0
σsdws +

∫
t

0∫Zc( s, z , ω) N k(ds, dz)
其中, wt是K上的柱体布朗运动, k (·) 是取值于

可测空间( Z , B( Z) ) 上的 Poisson点过程.

引理 1　若实值函数 f ( t , x) , ( t , x ) ∈ [ 0, T]

×H,存在连续 、一致有界的
 f
 t , Dxf =Df, D

2
x2 f =
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D
2
f , 其中 Dxf , D

2
x
2 f 分别是 f对于 x 之一阶 、二阶

Frechet导数, 则

f ( t , xt ) = f (0, x0) +∫
t

0
〈σ＊s Df( s, xs ) , dws〉 +

∫
t

0

 f
 s
( s, xs) +〈Df( s, xs) , bs〉H+

1
2 tr[ σ

＊
s Df( s, xs)σ( s) ] ds +

∫
t

0∫Z〈Df( s, xs-, c( s, z , ω)〉 N k(ds, dz ) +

∫
t

0∫Z ( f ( s, xs-+c( s, z, ω) ) -f ( s, xs-) -
〈Df( s, xs-) , c( s, z, ω)〉)N k(ds, dz) (1)

其 中, tr[ σ＊s D
2
f ( s, xs) σ( s) ]  ∑

∞

i=1
D

2
f ( s,

xs ) (σs ei , σs ei ) , 〈σ
＊
s Df( s, xs) , dws〉  〈Df( s, xs) ,

σsdws〉H, 这里, D
2
f看作H ×H ※R的线性算子.

引理 1是文 [ 2] 中 It o 公式的推广.

证明　设{ei} H 为基,{ ei} K 为基.

对 x ∈ H, Qmx  ∑
m

i=1
( x, ei ) Hei ,及对 x ∈ K,

 Qmx  ∑
m

i=1
( x ,  ei ) K ei.令

x
m
( t ) =Qmx0 +∫

t

0
( Qmσs Qm)dws +∫

t

0
Qmbsds +

∫
t

0∫ZQmc( s, z, ω)  Nk (ds, dz) (2)

则式 ( 2) 是有限维的 It o 过程, 对其运用 It o 公

式可得

f ( t , x
m
t ) = f (0, x

m
0 ) +∫

t

0
〈Df( s, xms ) ,

( Qmσs Qm)dws〉 +

∫
t

0

 f
 s( s, x

m
s ) +〈Df( s, x

m
s ) , Qmbs〉H +

1
2
tr[ ( Qmσs Qm)

＊
D

2
f ( s, x

m
s ) ( Qmσs Qm)] ds +

∫
t

0∫Z〈Df( s, xms-) , Qmc( s, z, ω)〉 Nk (ds, dz) +

∫
t

0∫Z ( f ( s, x
m
s-+Qmc ( s, z, ω) ) -f ( s, x

m
s-) -

〈Df( s, xms-) , Qmc( s, z, ω)〉)N k(ds, dz) (3)

由控制收敛定理, 在 ( 3) 式中令 m ※∞, 得证

式 ( 1) 为真.

定理 1　若实值 f ( t , x ) , ( t , x ) ∈ [ 0, T] ×

H, 存在连续的
 f
 t
, Df , D

2
f;且在任意的[ 0, T] ×

H 的有界集内它们为有界的 (即所谓局部有

界) , 则式 ( 1) 仍真.

3　H_值 BSDE

以下将主要利用 Situ
[ 3]
之方法来讨论带跳

H_值 BSDE解的存在惟一性.

考虑下述 BSDE

xt =X +∫
T

t
b( s, xs, qs , ps, ω)ds -

∫
T

t
qsdws -∫

T

t∫Zps( z)  N k(dsdz) (4)

称 ( xt , qt , p t ) 是上述 BSDE ( 4) 的解, 若

1) ( xt , qt , pt ) ∈ L
2
F(0, T;H) × L

2
F(0, T;

L2
(K, H) ) ×F2

F(0, T ;H) ;

2) ( xt , qt , pt ) 满足上述 BSDE ( 4) .

定理 2 　 (先验估计) .若 ( xt , qt , pt ) ∈

L
2
F(0, T ;H) ×L

2
F(0, T ;L

2
(K , H) ) ×F2

F(0, T ;H)

是方程 ( 4) 之解, 且满足:

(H1) 　( x, b( t , x , q, p, ω) ) H ≤

c1( t ) (1+|x |
2
H) +

c2( t ) |x|H( ‖ q‖ +‖p ‖)

其中, c1( t ) , c2( t ) ≥0非随机,∫
T

0
c1( t )dt <∞,

∫
T

0
c2( t)

2dt <∞, E|X|2H <∞,

及 E∫
t

0
|b( s, xs , qs , ps, ω) |ds

2

<∞, 则

E sup
t ∈ [ 0, T]

|xt|
2
H +∫

T

0
‖ qt ‖

2dt +

∫
T

0∫Z|pt ( z) |2Hπ( dz)dt ≤ k 0 <∞
其中, k0 为正常数, 只与 E |X |2H ,∫

T

0
c1( s)ds,

∫
T

0
c2( s)

2ds, T 有关.

证明　由 It o 公式, 可证

E |xt|
2
H +

1
2∫

T

t
‖qs ‖

2d t +

1
2∫

T

t∫Z|ps |2Hπ( dz) ds ≤
 k +E∫

T

t
|xs|

2
H c( s)ds

其中,  c( s) =2c1( s) +4c2( s)
2
,  k =E|X |2H +

∫
T

0
2c1( s)ds .由 Gronwall不等式有 E|xt |

2
H ≤

 kexp∫
T

t
 c ( s) ds ≤ k 0 <+∞,  t ∈ [ 0, T] .
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再对正向 SDE用 It o 公式即得 E sup
t ∈ [ 0,T]

|xt|
2
H <∞.

故定理2得证.

定理 3　设 ( H1) 真, 且设

( H2) 　( x1 -x2, b( s, x1, q1, p1, ω) -

b( s, x2, q2, p2, ω) ) H ≤

c1( s) (ρ(|x1 -x2|
2
H) +

c2( s) |x1 -x2|H( ‖q1 -q2 ‖ +

≡p1 -p2 ≡) ) .

其中, c1( t ) , c2( t )满足定理2的条件.ρ( u) , u ≥

0为实值 、连续 、单调上升的凹函数, 且

ρ( 0) =0,∫0+
d u
ρ( u)

=+∞

　　若 ( xt , qt, p t) ∈ L
2
F(0, T ;H) × L

2
F(0, T;

L2
(K, H) ) ×F2

F(0, T ;H) 是方程(4) 之解, 则解

在 L2F(0, T ;H) ×L
2
F(0, T;L

2
(K, H) ) ×F2

F(0, T;

H) 中惟一.

证明 　设( x1t , q
1
t , p

1
t ) , ( x

2
t , q

2
t , p

2
t ) 是式 ( 4)

的2个解, 并记

 xt = x
1
t -x

2
t , b t =

b( t , x1, q1, p1, ω) -b( t , x2, q2, p2, ω)

其余类似.

则由 It o 公式有: x =∫
T

t
(2 xs,  bs )ds-∫

T

t
‖ qs‖

2ds

-∫
T

t
≡ ps ≡

2ds+鞅.将假设条件用上去,并记 z t

 E | xs|
2
H +∫

T

t

1
2
‖ qs‖

2 +∫
T

t

1
2
≡ ps ≡

2
,

则由文 [ 4] 有 z t =0 .即可得证.

现在李氏条件 (关于 x ) 及无界系数 (关于

t) 情形下, 讨论解的存在惟一性.

定理 4　若设 ( H1.1) |b( t , x, q, p, ω) |H

≤c1( t ) (1 +|x|H) +c2( t ) ( ‖q ‖ +≡p ≡) ,

(H3) |b( t , x1, q1, p1, ω) -

b( t , x2, q2, p2, ω) |H ≤

c1( t ) (|x1 -x2|H) +c2( t ) ( ‖q1 -q2 ‖ +

≡p1 -p2 ≡)

其中, c1( t ) , c2( t ) 满足定理2的条件,且E|X|
2

<∞, X ∈ FT;则方程(4) 存在惟一解.

引理 2　若 f( t , ω) 为 Ft -适应, H_值, 且

E∫
T

0
|f ( t , ω) |Hdt

2

<∞, E|X|2H <∞, X ∈

FT , 则存在惟一解 BSDE:

xt =X +∫
T

t
f ( s, ω)ds -∫

T

t
qsdws -

∫
T

t∫Zps ( z)  Nk( ds, dz) , 0 ≤ t ≤T
利用鞅表示定理[ 5] , 仿照文 [ 3] 的证法, 不难

推出引理 2的结论.兹从略.

定理 4的证明　构造范数如下,

‖( x., q., p.) ‖2
M =sup

t≤T
e-bA( t)E|xt|

2
H +

sup
t≤T

e-bA( t )E∫
T

0
‖qs ‖

2ds+

sup
t≤T

e-bA( t )E∫
T

0
≡ps ≡

2ds

其中, b ≥0是一待定常数, A( t ) =∫
T

t
c( s)

2
d s,且

c( t )
2 = c1( t) +c2( t )

2.

记  H ={( x., q., p.) ∈ L2F(0, T ;H) ×L
2
F(0, T;

L2
(K, H) ) ×F2

F(0, T ;H) ;

‖( x., q., p.) ‖M <∞,则  H 是Hilbert空间.

对任意给定的 ( xi ,  q i ,  p i ) ∈  H, i =1, 2,由引

理2知, 存在惟一的( x
i
t , q

i
t , p

i
t ) , i =1, 2, 是下面

BSDE解:

x
i
t =X +∫

T

t
b( s,  xis,  q

i
s ,  p

i
s, ω)ds -

∫
T

t
q
i
sdws -∫

T

t∫Zp
i
s ( z)  Nk (ds, dz)

有

E |x
1
t -x

2
t|

2
H +∫

T

t
‖p

1
s -p

2
s‖

2
ds +

∫
T

t
≡p1s -q

2
s ≡ds ≤

kE∫
T

t
|x1s -x

2
s|

2
Hc( s)

2ds +

1
k
E∫

T

t
c1( s) | x

1
s - x

2
s|

2
Hds +∫

T

t
‖ q1s -

 q2s‖
2ds +∫

T

t
≡ p1s - p

2
s ≡ds

可证明 ‖( x.1 -x.2, q.1 -q.2, p.1 -p.2) ‖2
M ≤

k′‖( x.1 - x.2,  q.1 - q.2,  p.1 - p.2) ‖2
M.

取适当的 k′<1,由压缩映像原理可知,存在惟一

的不动点( xt , qt, p t) 满足(4) .证完.

现举例说明, 在无穷维情形, c1( t ) , c2( t ) 所

满足的条件不能减弱.

例1　(条件∫
T

t
c2( t )

2dt <∞不可以减弱) .设

π(U ) <∞, 及

 qs =∑
∞

k=1

1

2k
s
-1/3
Is≠0ek ,
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 ps( z) =∑
∞

k=1

1

2
ks
-1/3
ekIs≠0 IU( z ) ,

c
2
( s) = s

-3/4
Is≠0, b( s,  x,  q,  p) = c2( s) qs ,

X =∫
T

t
 qsdws +∫

T

t∫Z ps ( z)  Nk( ds, dz)
若 ( 4) 存在解, 则必是:

xt =E[ xt|Ft] =

∫
T

t
s
-( 3/4+1/3)

Is≠0∑
∞

k=1

1
2k
ekds +

∫
t

0
 qsdws +∫0∫Z ps ( z)  NK (d s, dz)

但此时, 却有|E x0|
2
H =∫

T

0
s
-13/12

Is≠0ds =+∞,

且|E x0|
2
H ≥E|x0|

2
H =∞, 这是不合理的, 故方

程(4) 无解.然而,若令 c2( s) =s
-α
Is≠0, α<1/2,

则上述 BSDE存在惟一解.

例2　(条件∫
T

t
c1( t )dt <∞不可以减弱) .设

y ≠0, y ∈ H为任一给定点,且 yi  ( y , ei ) >0,

i =1, 2, …, x 则 BSDE

xt = y +∫
T

t
S
-3/2
Is≠0 xsds -∫

T

t
qsdws -

∫
T

t∫Zps ( z)  Nk( ds, dz) , 0 ≤ t ≤T
无解.若不然,

E xi(0) = yiexp∫
T

t
S
-3/2
Is≠0ds =+∞

故　　　E|x(0) |2 =∑
∞

i=1
E|xi (0) |

2 =+∞.

这是不合理的, 然而, 若令 c1( s) = s
-α
Is≠0, α<

1, 则上述 BSDE存在惟一解.
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On Solutions of Backward Stochastic Differential

Equations with Jumps in Hilbert Space ( Ⅰ)

SITU Rong, HUANGMin

( Department of Mathematics, Zhongshan University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:Itos formula is obtained for the cylindrical Brownian motion process and Poisson martingale measure in

Hilbert space.An existence and uniqueness result for solutions of BSDE with jumps in Hilbert spaces with Lipschitz

condition ( for x) and unbounded ( for t ) coefficients is proved.Some examples are given to show such unbounded

conditions ( for t ) cannt be weakened.

Keywords:backward stochastic differential equation with jumps, It os formula;adapted solutions;Lipschitz condi-

tion;unbounded coefficients
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