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摘　要:证明了平面上由闭三角形的平移构成的集族, 若其中任意两个集合相交, 则该集族具有 Π3 性质.
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　　称给定的集族 S具有 Πn 性质 (又称是 n-可

穿刺的) , 若存在一个 n-集, 使得集族 S中的任

一集合均含该 n-集的至少一个点.若给定集族 S

的任一含至多 k 个集合的子集族具有 Πn 性质,

则称集族 S具有 Πnk 性质.Grǜnbaum[ 1]提出如下

猜想:由平面上的紧凸集的平移构成的集族, 若

其中任意两个集合相交, 则该集族具有 Π3 性

质.本文将讨论紧凸集为闭三角形的情形.首先

介绍一些术语与记法 (见文 [ 2] ) :

( 1) x
+与 x

_分别表示直线 x 界定的 2个闭

半空间, 且 x
+∩ x-=x ;

( 2) 2个半空间称为相关的, 若其中一个是

另外一个的平移;

( 3) x
+, y

+为相关的闭半空间, 则 x
+<

y
+ x+ y +且 x

+≠y +;

( 4) lA B表示通过点 A 和点B 的直线.

定理　对于由给定闭三角形的平移形成的集

族, Π1
2 Π3.

证明　设给定的闭三角形为■ABC=∩
3

i=1
l
+
i ,

其中, l2 ∩ l 3=A, l 3 ∩ l 1=B , l 1 ∩ l 2 =C.记

BC =a. CA =b, AB =c (图 1) .

令集族 S 为由■ABC 的平移构成的集族,

且具有 Π1
2 性质, 以下证明 S具有 Π3 性质.任

取 S ∈S, 记

S = l+1 ( S ) ∩ l
+
2 ( S ) ∩ l

+
3 ( S )

其中, l+i ( S ) 与 l
+
i 相关( i =1, 2, 3) .由于 S中任

二元必相交, 故 ∪
S ∈S
必有界.令

l
+
i =max l

+
i ( S ) ∶S ∈ S

且不妨设

l
+
i ( S i ) = l+i ( i =1, 2, 3)

记 ■A1B 1C1 =∩
3

i=1
l
+
i ( S i ) ,则 ■A1B 1C1 ～ ■ABC

且 ∪
S ∈S
S  A1B 1C1.

图 1　三角形 ABC
Fig.1　T riangle ABC

在■A1B 1C1中, 设 B 1C1 =a1, C1A1 =

b1, A1B 1 =c1, 令 a1/ a =b1/b =c1/ c =λ,

则易见 λ≥1.

情形 1　λ=1

此时 S= ■ABC 为一平凡情形, 定理显然

成立.

情形 2　1<λ≤2

如图 2 所示, ■A1B 1C1 中, D 1, E 1, F 1

分别 A1B 1, B 1C1, C1A1 的中点, P 1, P 2, P 3

分别为 D 1E 1, E1F 1, F 1D 1 的中点, 且 P 1P 2

所在直线交 A1B 1 于 M 1, 交 A 1C1 于 N1.现任

取 S ∈S.

1) l 1( S )在 lB
1
C

1
和 lM

1
N

1
之间.由于 M 1B1 =

c1/4 =λc/4 ≤ c/2, 记 M2N2 =S ∩ M1N 1, 则

M 2N2 ≥ a/2, 而 M 1P1 = P 1P2 =

P 2N1 =a 1/4 ≤a/2,故有M2N2 ∩ P 1, P2 ≠
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 ,即 S ∩ P 1, P 2, P3 ≠ .

2) l 1( S ) 在 lM
1
N

1
与 lD

1
F

1
之间,此时记 D 2F 2

= S ∩ D 1F 1, 易见 D 2F 2 ≥ a/2.而由

D1P3 = P 3F 1 ≤a/2立即可得 P 3 ∈ D 2F 2,

亦即 S ∩ P1, P 2, P 3 ≠ .

又易见 l1( S ) 不会落在 B 1C1的下方或D 1F 1

的上方, 综上可得1 <λ≤2时集族 S具有 П3性

质.

图 2　1<λ≤2 情形

Fig.2　Case of 1<λ≤2

情形 3　2<λ<3

不妨设 a 1=2a +a0, b1=2b +b0, c1 =2c

+c 0, 其中, 0<a0<a, 0<b0<b, 0<c0<c.

如图 3所示, 在 B 1C1上分别取点 B 2 、 C2,

使得 B 1B 2 = C1C2 =a, 过 C2 作 C2C3 ∥

A1C1交 A1B 1 于 C3, 过 B 2 作 B 2B3 ∥A1B 1 交

A1C1 于 B3, 取 C2C3 、 B2B 3 的中点 P 2、 P 3,

另在 A1B 1 上取点M 1, 使得 M 1B 1 =c, 过 M1

作 M1N 1∥B 1C1交 A1C1 于 N1, 取 M 1N1 的中

点 P1, 记 P 2P 3 所在直线交 A1B 1 于 E 1, 交

A1C1于 F 1.

现任取 S ∈S, 由于 S ∩S 1≠ , 故 l 1( S )必

在直线 B 1C1与直线M 1N1 之间.

1) l 1( S )在 lB
1
C

1
与 lE

1
F

1
之间.此时记 E 2F 2

=S ∩ E 1F 1, 则 E2F 2 ≥
a-a0

2 .由于 S 中任

二元必相交, 故 lC
2
C

3
 l 2+( S ) , lB

2
B

3
 l +3 ( S ) ,

易见 l 2( S ) =lC
2
C

3
时, P 2 ∈E 2F 2, l 3( S ) =lB

2
B

3
时

P 3∈E 2F 2, 且 P 2P 3 =
a -a0

2
≤ E 2F2 , 故而

可 得 E 2F 2 ∩ P 2, P 3 ≠  , 因 此 S ∩

P 1, P2, P 3 ≠ .

2) l 1( S )在 lE
1
F

1
与 lM

1
N

1
之间.此时记M 2N2

= S ∩ M1N1, 则 M2N2 ≥
a+a0

2
, 而

M 1P 1 = P 1N 1 =
a+a0

2 , 所以 M 2N2 ≥

M 1P 1 , 因此 P 1 ∈ M 2N2, 因而可得 S ∩

P 1, P 2, P 3 ≠ .

综上可知 2<λ<3时集族 S具有 Π3性质.

图 3　2<λ<3 情形

Fig.3　Case of 2<λ<3

情形 4　λ=3

仿情形 2 在■ABC 中作直线 B2B 3, C2C3,

M 1N1, 易见此 3条线交于点 O (图 4) .由于 S

中任二元必相交, 故任取 S ∈ S有, lM
1
N

1
 l +1

( S ) , lC
2
C

3
 l 2+ ( S ) , lB

2
B

3
 l +3 ( S ) , 因此有

O ∈S .即 S具有 Π1性质, 因而具有 Π3性质.

图 4　λ=3 情形

Fig.4　Case of λ=3

情形 5　λ>3

如图 5 所示, ■A1B 1C1 中 S1 ∩ B 1C1 =

B 2C2, 由于 λ>3, 所以 B 1C1 >3a , 因此

B 1B 2 , C1C2 至少有一大于 a , 不妨设

C1C2 >a , 则有 S 1 ∩ S 2= , 与 S中任二元

均相交矛盾, 因此 λ不能大于 3.

综合以上论述即得证定理结论.
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图 5　λ>3 情形

Fig.5　Case of λ>3
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Abstract:It is shown that a planar family of translates of a closed triangle is Π3, provided that any two of its
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Abstract:From the perspective of lattice theory , two kinds of ideals of discrete topology as a locale, which

are principal ideal and WB-ideal, and some of their properties are presented.
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