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摘 要 : 将在自治的无穷维动力系统吸引子的维数估计中发挥重要技术作用的 黝肠l e v .

` 目卜布币咫不等式

的适用范围由 B . 以
: h 空间中的单位球面推广到了整个单位球内

,

便之在非自治无穷维动力系统的吸引子的

维数估计中发挥着同样重要的技术作用
.
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近 20 年来
,

自治的无穷维动力系统的长时

间性态
,

在理论上已得到了深人的研究
,

在实际

中也得到了广泛的应用
.

尤其是自治的发展偏微

分方程的吸引子的存在性
,

吸引子的分形维数估

计
,

惯性流形及通近惯性流形等理论 〔’ 一 4 〕都已经

迅速地发展起来
,

并成功地建立了许多有用的实

际模型
.

相比较而言
,

非自治的无穷维动力系统

的渐近性态的研究比较缓慢
,

问题在于非自治系

统中受到了与时间有关系的外力的作用
,

破坏了

自治系统所产生的流或半流的半群性质
,

这使得

处理非自治动力系统不能沿用自治系统下的理论

和方法
.

因而在自治系统中的相关理论和方法要

想在非自治系统中得以实现
,

那些在自治系统的

相关理论中发挥重要技术作用的关键定理都要做

实质的推广
,

这样才可以在非自治系统中应用
.

肋加二v-e u ` 布m l唱不等式就是在 自治系统的宵

引子维数估计中起着重要技术作用的不等式
.

本

文的主要内容是将该不等式的适用范围从 BaJ 山沈h

空间的球面推广到整个球内
,

这样使该不等式在

非自治系统的吸引子的维数估计中仍发挥重要的

技术作用
.
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,
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,
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。
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下面用 V表示俨 (口 )` 的一个闭子空间
, 。 (

。 ,

的

在 V 上 的限制也是半强 制 的
,

用 H 表示 V 在

护 (口 )盖中的闭包
.

这样在 V上的双线性型可定义

一个线性自伴无界算子 A : D ( A ) c H ~ H
.

并且

日之
,

使 A + 几是一个 自伴正定可逆的算子
,

由

R e l l i e h定理知 H’ (口 )紧嵌人到 乙2 (口 ) 中
,

从而 (左

+ 人)
~ ` 是在 H 中紧算子

.

这样我们可定义幕 才
, :

e R
,

一般取 v 二 D (A幻
,

因 ( A + 劝
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紧算子
,

所以在 H 中就存在一簇正交向量竹
,

和序

列 入, ,

j 任 N
, 一 几 < 几 , ( 人: `

·

尸
,

几,
~ aO

,

当 j ~

aO 时
,
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.

关于 几, 和竹
,

本文假设 丙

她
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,
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v
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l < 3 < aO

的一个线性连续算子
.

进而它还可看作 护 (。 ) 左

上的正定算子
.

从而我们可以得到下面的引理
:

引理 在以上的假设都成立时
,

对 k 仑 l 和

间
,

则 八勿 是外积空间
,
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:
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“
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引理的证明参见文 〔 l ]
.

下面给出本文的主要

定理
,

也是 oS bo le v 一

U eb
一

hT i irr gn 不等式的推广形

式
:

定理 在 V 和 H 以及 a(
“ , 。 )满足以上的假

设下
,

设 外
,

1 蕊 j ` N 是 H 的单位球内相互垂直

的向量
,

对 v
: 任 。

,

令 产 ( 二 ) 二

习 一竹 ( 二 ) I’
,

那
J = I

( B 、 ( u ;
A … A

u 、 )
, 。 l 八 … A
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那么 日 y
,

可使 ( B 、 + y肠 )
一 ’
是一个 自共扼的紧

算子
,

那么 场 (协
,

幻 在 v 的单位球面 {协任 八
N v

,

{! 引 } 八场
二 1 }上有最小值

。 ,

且
。
就是 B N

的最小

本征值
.

若用 巧 (f) 表示 B = A + 久 +
f 的本征值

,

则 B 、 的本征值是形 如 片
:
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,
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:
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,
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二
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斌
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其中
,
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, 。 ,

p
,

。 和 a(
“ , 。

)的常数
,

但

它独立于 N 和竹
,

1 ` j 簇 .N

I n l n

l ` j ` 柑

2 定理 1 的证明
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,
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.
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,
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,
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,
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,
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推论 在满足定理的条件下
,

如果

一

(
`“̀ {沪

d ·

)告
.

r m n

l ` j ` 柑

l 竹 12 二
们比日义
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,
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)
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1

J尹
一 ` 0 劣

。
依赖于。

, 。 ,

p
,

。 和。 ( “ , , )
,

但独立于 竹
.

证明只须注意到
:

】11皿飞
l ` j ` 挥

l 竹 ! 2
幻口】n

l ` j ` 丹

I 开 12

全a( 竹
,

竹 )
+ 又

这样有
丁

、

1

,
. 户 0

I J 二
, 、 y

一
气
` 3『 J尹

一 ` Q 工
)

j
二 l

们住 n X

1` 了̀ 川

l 竹 ! ,

习
竹 (力

< 0

扩 dx
-

肠 (f ) 〕

·

丁户
d二 二

名 巧 ( f)
竹切

` 。

和定理的证明类似
,

可得

n 】In

l ` j ` 万

l 件 12 )命
.

n l n 兀

1` j` 份

I 件 12 `
、

拯互卫二习
a

( 。
,

。 ) + `」沪 d · 二 c
{!沪

` ·

)
、
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。
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,
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厂 上
,

一 “
J尹

一 ’ d 方

由于 O < m i n

宜。 j` 岸
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l ` j ` 岸
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.

n l习 X
1` j ` 刀

! 竹 一2 感 1
,

故得

l 钓 12 感 1
,

注 推论表明定理的结果在半径 y 小于或等

的任何球面上都是成立的
.

具体应用

例 1 若取 二 二 一 乙
,

口是 R
“

的有界开域
,

取

这样可得
犷 二

玛 (口 )
,

(无 二 l
,

。 二 l )
,

再令
a

(
u ,

。 )
=

.

上
一

(
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)
’ ` 丁

。
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,

护
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’ -

了
二 l j 二 1

「
一

人
」

a
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。
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. 。 (

·
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`
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a
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, 产 刁 、 , r _ 、
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a
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d

小
2
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)
`

( ’ o )

即 一
(工沪
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)
’ = 2 、 ; ,
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。
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` 竹 ” “

其中
,

外 任 玛 (。 )
,

且 竹 在护 (。 ) 中正交
,

1 ` j

` N
,

并且

这样有
:

In月笼

1` j` 柑
! 件 ! ` 1

,而且要̀
n

< p ` 且 十
百

,

一 洁 ( 、 ; )六 (丁,
(
·

)户 d·

)排
=

2 7、 ; ,
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` ·

澎 . ,

孟
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。
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, 。 `· , ’̀

)声 `·

)
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因此有

。
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。 ,

`
” ” ` ’

占
, 、 .

f
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l r 共
·

台
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,
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d x ) 百

“
J广

一 ` “ 劣 〕

上述不等式对反应扩散方程的吸引子的 场翅记 。进

维数及分形维数的上界估计起着重要 的技术作

用 [’ ]
.



第 4 期 殷朝阳等
:

, 场 lv-e u击布示 gn 不等式的推广及其在非自治无穷维动力系统中的应用

例 2 具有拟周期外力的 2 维 Nvia
e卜 St o kes

方程
:

因为
n 二 2

,

故得

刁: u = 一 。 L
。 一 B ( u ; u ) + G ( : , 。 )

,

日户 = a
(丁

。

习几
1 ! 、 (

·
) 一d ·

)
’

“ 习几
; · `uj

,

、 ,

u }
: 二

。

若令 y =

二 “ 0 ,
田 l

: 二 0 二 。 o , u o 任 H
, 。 。 任 尹

( u , 。 )
,

M ( , ) = ( 一 。 L u 一 b ( u , u
) +

心(
x , 。 )

, a )

J 夕

,

则有

口 几
一 B (

u ( t )
, u ) -

+

说 ( 二
,

。 ( ` ) )产

其中
,

k 是独立于 }引 和 N 的
.

上述不等式对具有拟周期外力的 2 维 Nvia -er

st o

kes 方程一致吸引子的 E巨比记。甫 维数的上界估

计起着同样关键的技术作用 s[,
6〕

.

B (
。 , u

( r ) )

J 声

若令

= o
,

户 =
(产

, ,

产2 ,

… 产*
) 任 R 无 ,

产 二
川

: ,

t)

刁tZ

这里

( 。
,

尸 )
,

可得

M
`

(抓 t ) ) z
,

2 1
: 二 。 二 z 。 ,

z 二 ( 。
,

产 )

L 二

动
,
二 是一个投影算子

.

_
、

一
n

r
_

{
。 任 玛 (。 )

” ,

d iv 。 = o }
,

万 = F 在 ( 乙2 ( 。 ) )
2

上的闭包
.

如果给定一族 } z, }是 V中的元素
,

且

是 H 中的单位正交向量族务
二

(竹
,

巧 )
,

即 :

}} 1 zj l}
二 l

,

( z ` ,

zj )
二 0

,

i 尹 j
,

1 簇 i
,

j 感 N
,

这

样 {引土
; 和 {巧嘿

,
是两组 H上的正交向量族

,

并

且 l] 竹 “ ( 日 zj { ` 1
,

日巧 日感 日 zj ll ` 1
,

应用定理可得
:

.

2

(!
。

习几
1 . uj `· , ,’ ` ·

)
` ’
` 、

k艺几
; a `。 ` x

,
,

uj ` x
) )
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