
文章编号:0529-6579 (2000)06-0026-04

一类非线性算子的不动点定理及其应用
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摘　要:利用方向导数及 Banach 空间常微分方程理论研究一类非线性算子的不动点的存在

唯一性 , 推广了著名的 Banach 压缩映象原理.同时还给出它们在一些重要的非线性问题上的

应用.
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1　问题的提出及结果

设 E 是实 Banach空间 , f是E 到E 的非线性算子.p ∈E , 人们常常要研究算子方程

　　　　 f(x)=p (1)

在 E中是否有解 ?若有解 ,解是否唯一?研究这个问题的一种方法是令 Ax =f(x)+x -p ,然

后对算子 A应用压缩映象原理 ,即可得到方程(1)解的存在唯一性结果.但压缩映象的条件

太强 ,多数场合给出的非线性算子 A不一定是压缩映象 ,因此必须寻求别的研究途径.本文

利用所获得的不动点定理 ,可以证明方程(1)在 E 中有唯一解的结果 ,同时还可得到非线性

算子的一个满射性结果.

设 E 是实 Banach空间 ,引进方向导数[ x , y] ±如下:

　　　　 x , y ∈ E ,[ x , y] ±= lim
h※±0

1
h
[ ‖x +hy ‖ -‖x ‖]

关于方向导数的一些重要性质 ,见文[ 1] .

本文利用方向导数建立如下的不动点定理.

定理 1　设 A ∈ C[ E , E] ,满足  x , y ∈ E ,有

　　　　[ x -y , Ax -Ay] -≤g(‖ x -y ‖)+‖ x -y ‖ (2)

其中 , g ∈ C[ R+ ,R](R+ [ 0 , +∞),下同), g(0)=0 ,且  u0 ∈ R+,初值问题

　　　　u′=g(u), u(0)=u0

的最大解 u(t , u0)在 R+上有定义并满足:当 u0 =0时 , u(t , u0)≡0;当 u0 >0时 ,存在与

u0 无关的常数 ω>0及 α∈ [ 0 ,1)使 u(ω, u0)≤αu0.

则 A 在E 中有唯一的不动点.

推论 1　设 A ∈ C[ E , E] 且存在常数 L <1使  x , y ∈ E 有

　　　　[ x -y , Ax -Ay] -≤L ‖ x -y‖ (3)

则 A 在E 中有唯一的不动点.
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说明 1　易见 , 定理 1及其推论 1 是 Banach 压缩映象原理的推广.

若要将推论 1中的条件(3)减弱为[ x -y , Ax -Ay] -≤‖x -y‖ ,  x , y ∈ E

则需附加一些条件 ,为此 ,先引进如下定义:

定义 　设 A:E ※E ,如果{xn} E有界且Axn -xn ※θ(n ※∞)蕴含{xn}有收敛子

列 ,则称算子 A在E 上是半紧的.

定理 2　设 A ∈ C[ E , E] 满足

(1)A在E 上是半紧的;

(2) x , y ∈ E 有

　　　　[ x -y , Ax -Ay] -≤‖ x -y‖ ,([ x -y , Ax -Ay] -<‖x -y‖ , x ≠ y);

(3) lim
‖ x‖※∞

‖ x -Ax ‖ =+∞或存在常数K及函数C(r):[ 0 , +∞)※R , lim
r※∞

C(r)>1 ,

使[ x , Ax] +≥C(‖ x‖)· ‖ x‖ +K ,  x ∈ E .

则 A 在E 中必有(唯一的)不动点.

推论 2　设 A是E 上的半紧的(严格)非扩展映象且满足定理 2中的条件(3),则 A在E

中必有(唯一的)不动点.
说明 2　①定理 2 及其推论 2并没有假定 E 是一致凸的 Banach 空间;②推论 2 不能用文[ 2] p59 定理

4.1 来证明 , 因为 Banach 空间 E 是无界的.

现在再回到开头的问题 ,利用上述定理可以证明

定理 3　设 f:E ※E 连续且满足:存在常数 α<0使  x , y ∈ E 有

　　　　[ x -y , f(x)-f(y)] -≤α‖ x -y‖ ,

则 f是E 上的一一满射 ,从而算子方程(1)在 E 中有唯一解.若 f还是线性的 ,则 f是E上的

线性同胚.

证明 　 p ∈ E ,必须证明方程(1)在 E 中有唯一解 x .为此 ,令

　　　　Ax = f(x)+x -p ,  x ∈ E

只需证明算子 A在E 中有唯一的不动点.显然 , A:E ※E 连续且  x , y ∈ E ,有

　　　　[ x -y , Ax -Ay] -=[ x -y , f(x)-f(y)+x -y] -=

　　　　　　[ x -y , f(x)-f(y)] -+‖x -y ‖ ≤(1 +α)‖ x -y ‖ =L ‖ x -y‖

其中 ,L =1 +α<1 ,所以根据推论 1 ,算子 A在E 中有唯一的不动点.

当 f还是线性算子时 ,根据Banach逆算子定理(见文[ 3] p129定理3.6),可知 f是有界可

逆的 ,从而是 E 上的线性同胚.

例子 　在 Banach空间 E = c0 ={x ={xn}|xn ※0(n ※ ∞)}(范数为 ‖x ‖ =

sup
n≥1
|xn|,  x ={xn}∈ c0)上定义算子 f:E ※E 如下

　　　　f(x)= -4 xn +
1
2
x2n+1 +

1
n
,  x ={xn}∈ E

则易知 　‖ f(x)-f(y)‖ ≤(9/2)‖x -y ‖ ,  x , y ∈ E

所以 f ∈ C[ E , E] ,又  x ={xn}, y ={yn}∈ E 有

　　[ x -y , f(x)-f(y)]-= lim
h ※-0

1
h
{‖ x -y +h[ f(x)-f(y)] ‖ -‖ x -y ‖}=

　　 lim
h※-0

1
h

sup (xn -yn)-4h(xn -yn)+
h
2
(x2n+1 -y 2n+1)-‖ x -y ‖ ≤

　　 lim
h※-0

1
h
(1-4h)sup

n≥1
|xn -yn |-

|h|
2

sup
n≥1
|x2n+1 -y2n+1|-‖x -y‖ ≤
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　　 lim
h※-0

1
h
(1-4h)‖ x -y ‖ -

|h|
2
‖x -y ‖ -‖x -y ‖ =

　　-
7
2
‖x -y ‖ =α‖x -y‖

其中 , α=-7/2 <0 ,所以根据定理3可知 , f是E 上的一一满射 ,因此  p ∈ E ,方程(1)在

E 中都有唯一解.容易知道算子 Ax = f(x)+x -p不是 c0 上的压缩映象.

显然 , f满足推论1的全部条件 ,但若取 x0 =(1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 , …), y 0 =(0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 , …)

∈ c0 ,直接计算可得

　　　　‖ f(x0)-f(y 0)‖ >3/2 >‖ x0 -y0 ‖ =1

可见 f 不是 c0上的压缩映象.因此 ,推论 1比 Banach压缩映象原理的条件弱.

2　主要结果的证明

定理 1的证明　令 f(x)=Ax -x ,则 f ∈ C[ E , E] 且条件(2)等价于  x , y ∈ E 有

　　　　[ x -y , f(x)-f(y)] -≤g(‖x -y ‖) (4)

根据 Banach空间常微分方程理论(见文[ 1] 定理 4.2.3),  x0 ∈ E ,初值问题

　　　　
d x
dt
f(x)=Ax -x , x(0)= x0 (5)

存在唯一的定义于 R+上的解 x(t , x0).

　　　　 x0 , y0 ∈ E ,令 m(t)=‖ x(t , x 0)-x(t , y 0)‖ ,

则 　　　m′-(t)=[ x(t , x0)-x(t , y0), x′(t , x0)-x′(t , y0)] -=

　　　　　　[ x(t , x0)-x(t , y 0), f(x(t , x0))-f(x(t , y0))] -≤

　　　　　　g(‖x(t , x0)-x(t , y0)‖)=g(m(t))

所以根据比较定理(文[ 1] 定理1.2.6)得

　　‖x(t , x0)-x(t , y 0)‖ =m(t)≤u(t , ‖ x0 -y0 ‖)

其中 , u(t , ‖ x0 -y 0‖)是初值问题 u′=g(u), u(0)=‖x0 -y0 ‖的最大解 ,由假设有

　　‖x(ω, x0)-x(ω, y 0)‖ ≤u(ω, ‖ x0 -y0 ‖)≤α‖x0 -y0 ‖ ,(0 ≤α≤1) (6)

定义算子 T :E ※E 为: x0 ∈ E , Tx0 = x(ω, x0),

由初值问题(5)解的存在唯一性知 T 在E 上有确定意义 ,且由不等式(6)知 T 是E上的压缩

映象 ,根据 Banach压缩映象原理 , T 在E 上有唯一的不动点 x0 ,即

　　　　x(ω, x0)=T x 0 = x0

由于 f(x)=Ax -x不含t ,当然它关于 t有周期ω,由此及解的唯一性易知 , x(t , x 0)是初值

问题(5)的唯一的周期为 ω的周期解 ,即

　　　　x(ω+t , x0)= x(t , x 0),  t ∈ R+.

再由解的唯一性及 f 不含 t 易知 ,对每一固定的 t ∈ R+有

　　　　x(ω, x(t , x0))= x(ω+t , x 0)= x(t , x0)

从而由不等式(6)可知对每一固定的 t ∈ R+都有

　　　　‖(x(t , x0)- x0 ‖ =‖ x(ω, x(t , x0))-x(ω, x 0)‖ ≤α‖ x(t , x 0)- x0 ‖

故由 0 ≤α<1 ,得 x(t , x0)≡ x0 , t ∈ R+,而它是初值问题

　　　　
d x
dt
= f(x)=Ax -x , x(0)= x0
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的解 ,从而必有 A x0 = x 0 ,即  x 0是 A 的不动点.

下证 A的不动点的唯一性.设 A在E 中又有不动点 y0 ,即 A y 0 = y 0 ,则 x(t , y0)≡ y0 , t

∈ R+是初值问题

　　　　
d x
dt
= f(x)=Ax -x , x(0)= y 0

的唯一解 ,由不等式(6)得

　　　　‖ x0 - y 0 ‖ =‖ x(ω, x0)-x(ω, y0)‖ ≤α‖ x 0 - y 0 ‖

故 y 0 = x0 ,即 A 在E 中的不动点还是唯一的.证毕.

推论 1的证明 　由条件有

　　[ x -y , Ax -Ay] -≤(L -1)‖ x -y ‖ +‖ x -y ‖ =g(‖ x -y ‖)+‖ x -y ‖

其中 , g(u)=-(1-L)u , g(0)=0 ,且常微分方程初值问题

　　　　u′=g(u)=-(1-L)u , u(0)=u0 ∈ R+

的唯一解为

　　　　u(t , u0)=u0e
-(1-L)t , t ∈ R+.

满足当 u0 =0时 u(t , u0)≡0;当 u0 >0时 ,存在 ω=1 >0 , α=e
-(1-L)/2 ∈ [ 0 ,1)使 u(ω,

u0)≤αu0.

根据定理 1 ,可知 A在E 中有唯一的不动点.证毕.

定理 2容易用推论1证明 , 推论 2可由定理 2推出 , 这里从略.
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Fixed Point Theorems of a Class of Nonlinear

Operators and Their Applications

LIN Zhuang-peng
 
, XU Yuan-tong , GUO Zhi-ming

Abstract:Several theorems of the existence and uniqueness of fixed points for a class of nonlinear op-

erators are obtained by using directional derivative and the theory of ordinary differential equations in

Banach spaces.Some of the theorems generalize the famous Banach contraction mapping principle.

Also , applications of these theorems to some important nonlinear problems are given.
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