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一类平面微分方程极限环的计算
 

陈树辉 , 黄 彪 , 徐　兆
(中山大学应用力学与工程系 ,广东 广州 510275)

摘　要:应用摄动-增量法研究一类平面多项式微分方程的极限环相图 , 半稳定极限环分叉

和极限环个数的计算问题.该方法的特点是用有限 Fourier级数给出极限环的近似解析表达式 ,

把微分方程化为线性增量方程 , 应用谐波平衡法建立 Fourier 系数的线性代数方程组 , 再用迭

代法求解.二次系统的算例表明该方法是有效的.
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平面多项式微分系统极限环的个数及其分布在理论和应用上都是重要而又非常困难的

问题.100年来国内外学者对此进行了许多研究并取得了一些重要成果;但对于给定的具

体系统如何计算极限环的个数及其分布则缺乏有效的计算方法.近年来出现了一种新方

法 , 称为摄动-增量法[ 1] , 应用于非线性振动系统的极限环 , 同 (异)宿轨线和半稳定极

限环的计算 , 取得了很好的效果[ 2 ,3] .它与常用的数值方法不同的是不但可以计算稳定或

不稳定的极限环 , 而且可以计算半稳定极限环并给出极限环的表达式.这种新方法兼有分

析法和数值法的优点.本文将进一步推广应用于下列平面系统

﹒x =y +λf(x , y , μ), ﹒y =-g(x)+λh(x , y , μ) (1)

其中 , f , g和 h为其变量 x , y 的多项式函数 , λ和μ为实参数.常见的非线性振动方程

ẍ +g(x)=λf(x , ﹒x , μ)

和二次系统
﹒x =α1x +α2 y +α3 x

2
+α4 xy +α5 y

2

﹒y =β1 x +β2y +β3 x
2 +β4 xy +β5y

2

都可以化为方程(1)的形式
[ 1]
.本文将给出方程(1)极限环的表达式 、稳定性和个数的计算

方法.最后给出二次系统极限环的算例.

1　极限环的计算

在方程(1)中假设g(0)= f(0 ,0 , μ)=h(0 ,0 , μ)并满足文[ 4] 存在极限环的条件.因

此 ,极限环包围原点.作非线性时间变换
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﹒φ=Υ(φ), Υ(φ+2π)=Υ(φ) (2)

其中 , φ是新时间 ,在 φ域内把极限环表示为

x =acos φ+b , y =C0 +∑
k≥1
(Ck cos kφ+Dk sin kφ) (3)

这里 a 是振幅 , b是偏心.方程(1)可改写为

y +aΥsin φ+λf(x , y , μ)=0 (4)

(Υsin φ)2/2-[ V(a +b)-V(acos φ+b)] /a2 +λΥfsin φ/ a -

λ
a∫

φ

0
[ fd(Υsin φ)/dφ-hsin φ] dφ=0 (5)

式中 , V(x)=∫
x

0
g(u)du .在方程(5)中分别令 φ=π和 2π得

V(a +b)-V(-a +b)+λa∫
π

0
[ fd(Υsin φ)/dφ-h sin φ] dφ=0 (6)

∫
2π

0
[ fd(Υsin φ)/dφ-h sin φ] dφ=0 (7)

为了判定极限环的稳定性 ,可计算特征指数

γ=
λ
T∫

2π

0
R(a ,b , μ, Υ, φ)dφ (8)

其中 , R(a , b , μ, Υ, φ)=( f/ x + h/ y)/ Υ, T =∫
2π

0
[ 1/ Υ(φ)] dφ.若γ<0(γ>0),则

极限环是稳定(不稳定)的 ,对于半稳定极限环 ,必须满足条件 γ=0.

极限环的计算分 2步进行.第 1步假设 λ=λ0 ≈0.由式(3),(4),极限环的近似解为

x0 =a0 cos φ+b0 , y0 =-a0Υ0 sin φ (9)

此时 ,式(5)、(6)和(7)可分别近似为

Υ0 = [ 2V(a0 +b0)-2V(a0 cos φ+b0)] / a
2
0 sin φ

1/2
(10)

V(a0 +b0)-V(-a0 +b0)=0 (11)

∫
2π

0
[ f(x0 , y0 , μ)d(Υ0 sin φ)/dφ-h(x0 , y0 , μ)sin φ] dφ=0 (12)

联立式(10)、(11)和(12),可确定式(9)中的 a0 , b0 和 Υ0.

第2步假设 λ不是小参数 ,则可用增量法求解.现给 λ一个小增量 Δλ,那么相应有 Δa ,

Δb和 ΔΥ.令 λ=λ0 +Δλ, a =a0 +Δa ,b =b0+Δb , y =y 0 +Δy , Υ=Υ0 +ΔΥ,代入

方程(4)～ (7),略去高阶项后便得相应的增量方程.

由于 Υ和 y 均为φ的 2π周期函数 ,故可展开为 Fourier级数

Υ(φ)≈P0 +∑
M

k=1
(Pk cos kφ+Qk sin kφ), y(φ)≈C0 +∑

M

k=1
(Ck cos kφ+Dk sin kφ)

只要 M充分大 ,上式就有足够的精度.同样 , ΔΥ和 Δy 可展开为

　　　　ΔΥ(φ)≈ΔP0 +∑
M

k=1
(ΔPk cos kφ+ΔQk sin kφ),

　　　　Δy(φ)≈ΔC0 +∑
M

k=1
(ΔCk cos kφ+ΔDk sin kφ)

把增量方程中的周期函数都展为Fourier级数 ,并应用谐波平衡法可得以 Δa , Δb , ΔCk , ΔDk ,

ΔPk和 ΔQk 为未知量的线性代数方程组
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AnΔa +BnΔb +Cn ,0ΔC0 +∑
M

k=1
(Cn , kΔCk +Dn , kΔDk)+Pn ,0ΔP0 +

∑
M

k=1
(Pn , kΔPk +Qn , kΔQk)=Rn　　(n =1 ,2 ,3 , … ,4M +4) (13)

方程组(13)中方程个数与未知量个数相等.解出 Δa , Δb , ΔCk , ΔDk , ΔPk 和 ΔQk 后 ,用

a =a0 +Δa , b =b0 +Δb , Υ=Υ0 +ΔΥ和y = y0 +Δy 作为新的a0 , b0 , Υ0和 y 0 ,从头再

算.当 Rn 小于预先规定的误差时(本文的算例误差为 10-5),迭代结束 ,这就是通常采用的迭

代法.此时得到对应于 λ的解 a , b , Υ和 y ,再以此值作为新的初值 λ0 ,又给出参数以增量

Δλ, λ=λ0 +Δλ,重复上述迭代过程 ,经 N 次增量后 ,当 N 足够大时 ,就得到相当大参数对

应的解 ,这是求解稳定或不稳定极限环的一般方法.如果要计算半稳定极限环 ,则必须补充

条件 γ=0.此时方程个数比未知量个数多 1 ,为此应补充一个未知量 ,可以选 μ作为新的未

知量 ,具体计算过程可参阅文[ 3] .

2　极限环个数与分叉

为研究在给定参数范围内极限环的个数 ,需计算极限环振幅与参数的关系曲线.由给定

参数值与曲线的交点个数可确定极限环个数 ,在局部极大极小值处 ,极限环个数出现分叉.

现给定 a =a0 ,当 λ=λ0 ≈0时 ,由方程(9)～ (12)计算出 μ0 ,b0 , y0 和 Υ0;然后令

λ=λ0 +Δλ,则相应有 μ=μ0+Δμ, b =b0+Δb , y =y0 +Δy , Υ=Υ0+ΔΥ,按上节同

样的方法 ,可以得到线性代数方程组

CnΔμ+BnΔb +Cn ,0ΔC +∑
M

k=1
(Cn , kΔCk +Dn , kΔDk)+Pn , 0ΔP0 +

∑
M

k=1
(Pn , kΔPk +Qn , kΔQk)=Rn　　(n =1 ,2 ,3 , … ,4M +4) (14)

比较(13)、(14)可知 ,原 Δa现换为 Δμ,即给定 a求μ, b , y和Υ,按上节方法经 N次增量后 ,

λ将达到我们所需的值 λ,然后固定 λ= λ,而变动 a =a0+kΔa ,于是得到对应的 μk , bk , yk

和 Υk.选取 ak =a0 +kΔa和μk ,作曲线μ= μ(a).这就得到 λ= λ时所要求的极限环振

幅-参数曲线.

3　算 　例

作为本方法的应用 ,研究下列二次系统

﹒x =y +λ(-xy +
2
3
y
2), ﹒y =-x -x

2 +λ[ μy +(1+δ)xy -y
2] (15)

当 λ=1 , -1.065 <δ<0时 ,用坐标的线性变换可化为文[ 5] 证明有2个极限环的例子.本

例f =-xy +2/3y
2
, h =μy +(1 +δ)xy -y

2
, g = x +x

2
, V(x)= x

2
/2 +x

3
/3 .取 δ=

-0.5 , 当 λ≈0时由方程(10)～ (12)得

b0 =
1
2 -1 + 1-

4
3 a

2
0 , Υ0(φ)= 1 +2b0 +

2
3
a0 cos φ

1/2

μ=-0.5∫
2π

0
(a0 cos φ+b0)Υ0 sin

2φdφ∫
2π

0
Υ0 sin

2φdφ
(16)

先计算极限环的振幅函数 ,令 a0 =0.01 ,由(16)式得 b0 =-3.3×10-5 , μ0 =-1.2×
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10-5 以此作为初值并取 Δλ=0.5 ,M =4代

入方程组(14).当迭代到达精度后 ,再对 λ给

予增量 Δλ,继续同样的迭代过程 ,结果得到

λ=1 , a0 =0.01对应的 b , y 和Υ.现在固定

λ=1 ,变动 a0为 ak =0.01+0.01×k , k =

1 ,2 , ….不断进行上述迭代过程 ,就得到一串

μ(ak),同时计算极限环稳定性的特征指数

γ(ak),由此作出 λ=1的振幅曲线和特征

指数曲线(图 1).

　　当 a =a
＊
≈0.398时 , μ曲线有一个极

小值 μ=μ＊ ≈-0.015 86 , γ(a＊)=0 .当

a <a
＊时 , γ>0;而当 a >a

＊时 γ<0.因

此 ,当 μ稍大于μ
＊
时有 2个极限环 ,小环不

稳定 ,而大环稳定.当 μ=μ＊时出现半稳定

极限环.令 μ=-0.015和μ=μ＊ ,求得极限

图1　方程(15)λ=1 和δ=-0.5 时参数和

特征指数γ随极限环振幅 a 的变化

Fig.1　The parameter μand the characteristic exponent

γversus amplitude a of the limit cycle of equation

(15)for λ=1 and δ=-0.5

环(图2).图中还给出稳定极限环用四阶Runge-Kutta方法求得的数值解 ,2种方法结果吻合 ,

说明本方法是有效的.

图 2　方程 (15)λ=1 和δ=-0.5 时对应于 μ=-0.015和 μ=μ＊≈-0.015 86的极限环相图

———稳定极限环;---不稳定极限环;-·-·-半稳定极限环; 数值积分法

Fig.2　Limit cy cles phase portraits of equation(15)with λ=1 and

δ=-0.5 for μ=-0.015 and μ=μ＊≈-0.015 86
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Calculation of Limit Cycles for Certain Planar Differential Equations

CHEN Shu-hui
 
, HUANG Cheng-biao , XU Zhao

Abstract:The limit cycle phase portraits , the semi-stable limit cycle bifurcation and the number of

limit cycles for certain planar polynomial differential equations are studied by using the perturbation-in-

cremental method.The essence of this method is to construct an approximate analytical expression in

terms of Fourier series for the limit cycle.Firstly , the governing differential equations are transformed

into linearized incremental equations.Then a set of linearized algebraic equations in terms of Fourier

coefficients is set up.Finally , the linear equations are solved iteratively.A quadratic system is taken

as an example to show the efficiency and the accuracy of the present method.

Keywords:polynomial system;limit cycle;bifurcation;perturbation-incremental method
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