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非严格双曲守恒律组大范围连续解存在性
 

叶小平
(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:证明了一类非严格双曲守恒律组初值问题大范围连续解的存在性 , 该方程组在石油
开采 、 弹性理论等方面有着重要应用.
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对于非线性双曲律组初值问题来说 , 解的奇性发展是一个重要研究课题 , 其中基本问

题之一是确定何时不出现间断或者说何时存在大范围光滑解或连续解.这在严格双曲的情

形已有基本的结果
[ 1]
, 但当 “特征速度” 出现 “重合” 即非严格双曲时会遇到较大的困

难.本文讨论在石油开采等应用过程中提出的一类非严格双曲守恒律组初值问题的整体连

续解问题.该初值问题如下

　　　　
st +f(s , c)x =0　s(x ,0)= s0(x)

(sc)t +(cf(s , c))x =0　c(x ,0)= c0(x)
(1)

其中 , s(x , t)是渗透度 , c(x , t)是聚合物在水中的浓度 , f(s , c)是相应的流函数[ 2 ～ 4] .且满

足以下条件(Ⅰ)[ 3 , 4] :

在 D =[ δ,1] ×[ 0 ,1] 上有直到二阶的连续偏导数 ,且

　　M =sup
D
{|fs |, |fc|, |fss|, f cc|, |fsc|<∞;fc >0 , fss <-δ0 <0

其中 , δ, δ0均为充分小的正常数.

　　方程组(1)的特征值分别为 μ0 =0和 μ=s
2
gs ,(g =f/ s).在实际问题中多考虑 s >

δ,所以方程组(1)的非严格双曲退化曲线(迁移曲线)Γ由gs =0或 fs =g 给出.由文[ 3 ,4]

的假设 ,在 Γ上 s =T(c)是 c的严格增函数.

1　主要结果和基本引理

定理 　设有条件(Ⅰ)成立;且

　　(s0 , c0)∈ D , TV(s0)<∞, TV(c0)<∞, TV(c′0)<∞;

　　gs(s , c)≥0 , |gx(s0 , c0)|≤M′,0 ≤ c′0≤M″

则方程组(1)存在整体连续的弱解(s(x , t), c(x , t)).(M′,M″为正常数).

　　引理1[ 5] 　在定理的假设之下 ,对任意 T >0 ,在 ΠT =R×[ 0 , T] 上存在弱解(s(x , t),

c(x , t)),且
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　　　　(s , c)∈ D , s(., t)∈ BV , c(x , t)∈ C1

这里 TV(h)表 h 全变差 ,BV表有界变差函数组成的 Banach空间.

引理 2　在光滑解的意义下方程组(1)等价于如下的初值问题:

　　　　
 u t + f(s , c)η=0　 u(η,0)=( u0 -[ T(c0)]

-1)(η)

ct =0　c(η,0)= c0(η)
(2)

且方程组(1)的迁移曲线 s = T(c)与方程组(2)的迁移曲线  u =0对应.其中 ,

　　　　 u =
1
s
-[ T(c)] -1　　 f( u , c)=-g

1

 u +[ T(c)]
-1 , c

而 η由下式定义

　　　　
 x
 t(η, t)=g(x(η, t), t)　x(η,0)=∫

η

0

dσ
s0(σ)

(3)

证明 　若 s(x , t), c(x , t)是方程组(1)的光滑解 ,应有

　　　　(sc)t +(cf(s , c))x = stc +cts +cfx +cxf =

(st +f x)c + ct +
f
s
cx s =(ct +gcx)s

故方程组(1)等价于下述初值问题:

　　　　
st +f(s , c)x =0　s(x ,0)= s0(x)

ct +gcx =0　c(x ,0)= c0(x)
(4)

另外 　　st +fx = st +(sg)x =(st +gsx)+sgη
 η
 x
=﹒s +s

2
gη=

　　　　　　-s
2(-

﹒s
s
2 -gη)=-s

2 1
·

s
-gη

这里 　　(·
·

) 
 
 t
+g

 
 x

在不引起混淆的情况下仍记“·” 为“ / t” ,注意到方程组(4)中第2式 ,可得与方程组(1)等

价的初值问题

　　　　
ut + f(u , c)η=0　u(η,0)= u0(η)

ct =0　c(η,0)= c0(η)
(5)

其中 　　u =
1
s
, f(u , c)=-g

1
u
, c .

初值问题(5)的特征值分别为 0和 f u ,但是

　　　　 f u = -g
1
u
, c

u
=-gs -

1

u
2 = s

2
gs

所以问题(5)的迁移曲线为 gs =0或 f =0或 u =1/ T(c).另外

　　　　0 =(u -[ T(c)] -1)t + f(u -[ T(c)]
-1 +[ T(c)] -1 , c)η= u t + f( u , c)η

其中 　　 u =u -[ T(c)] -1 , 　 f( u , c)= f( u +[ T(c)] -1 , c)

这样就有与问题(5)等价的初值问题(2).而方程组(2)的迁移曲线可表为  u =0.引理 2即

证.

将方程组(2)用 R -不变量表出 　

　　　　
 f t + f u fη=0　 f|t=0 = f( u0 , c0)

ct =0　c|t=0 = c0
(6)
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即方程组(2)相应于特征值 0的不变量为 w = f ,相应于特征值 f =- u 的为z = c.

引理 3[ 4] 　设 s(x , t)和 c(x , t)为引理 1 所确定 ,则 s(x , t)是Krushkov熵解[ 6] , c(x ,

t)是(4)中第 2式的光滑解;并且(s , c)在 L
1意义下关于初值是稳定的和唯一的.

引理4　在定理的假设之下 ,对于每一个ε>0 ,当( f 0 , c0)∈ D′ε时初值问题(6)存在大

范围的光滑解( fε, cε),同时成立

　　　　 M ≤ fε≤ M′, 　-M′≤ fεη≤M (7)

其中 ,  M =inf f ,  M′=sup f ,且  M ,  M′,M 与ε无关;而

　　　　D′ε={( f , c)| f(ε, c)≤ f( u , c)≤ f(M , c),0 ≤ c ≤1}

证明 　当( s , c)是方程组(4)的光滑解时 ,由引理3可知 ,对引理 1所确定的“解”(s , c)

而言 , c 和 c 是几乎处处相等的.这样 ,在所考虑的情况下 ,方程组(6)可以看做含有“已知”

参量 c的一阶双曲方程式 ,故存在 τ>0 ,使得当(x , t)∈ Πτ=(-∞, +∞)×[ 0 , τ] 时方

程组(6)有局部光滑解.由条件(Ⅰ)和定理的假设得

　　　　 f u = f u =-g(1/ u , c)u = s
2
gs ≥0

　　　　 f u u = f uu =(s
2
gs)u =2s(-1/ u2)gs +s

2
gss(-1/ u

2)=-s
3(2gs +sgss)

但 　　　gss =(gs)s =(
fs -g

s
)s =

(fss -gs)s -(f s -g)
s
2 =-

fss -gs -gs
s

=
fss -2gs

s

　　　　 f u u =-s
3(2gs +fss -2gs)=-s

3
fss ≥δδ0 >0

　　　　 f c = f c =-g(1/u , c)c =-f c/s <0

做如下的区域 Dε,其中 ε为充分小的任意给定正常数

　　　　Dε={ u , c)|ε≤ u ≤M , 　0 ≤ c ≤1}

在 Dε内 ,由方程

　　　　w = f( u , c)

可解出 　 u = f-1(u , c)=h(w , c)

这样 　　( u , c)∈ Dε (w , c)∈ D′ε

此时 ,Dε和D′ε分别是方程组(2)和(6)的严格双曲区域.作方程组(6)相应于特征值 λ= f u

的特征

　　　　
d
d t
η(t;η0 , t 0)=λ(w , c)(η(t;η0 , t0), t)　η(t 0 , η0 , t 0)=η0 (8)

在其上有 　 f(η(t;η0 , t 0), t))= f(η(0;η0 , t 0),0))= f( η,0)　( η=η(0;η0 , t 0),0))

若( f , c0)∈ D′ε,则有

　　　　 f( u(η0 , t0), c(η0 , t0))= f( u( η,0), c( η,0))≥ f(ε, c( η));

但 η0 > η,由定理假设 c( η)= c0( η)单调增 ,可知 c( η)< c0(η0);而 f c <0 ,所以

　　　　 f(ε, c( η))> f(ε, c(η0)).

这样 ,对所考虑的(η0 , t0)成立

　　　　 f( u(η0 , t0), c(η0 , t0))> f(ε, c0(η0))

将式(8)关于 η0 求导有

　　　　
d
d t
 η
 η0
(t;η0 , t 0) =(λwwη+λccη)+

 η
 η0
(t;η0 , t0)

　　　　
 η
 η0
(t0;η0 , t0)=1
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由此解出 　 η
 η0

=exp∫
t

0
(λwwη+λccη)(η(τ;η0 , t 0), τ)dτ

沿特征线(8)

　　　　w(η(t;η0 , t 0), t)=w(η(0;η0 , t0),0)=w0 ,

所以 　　wη(η(t;η0 , t 0), t)=(w0)η
 η
 η0

由定理的假设和式(3)知

　(w0)η=( f 0)η=[ -g(s0 , c0)] η=-(gs
0
(s0)η+gc

0
c0)=-gs

0
(s0)x

 x
 η
+gc

0
(c0)x

 x
 η
=

　　　　-s0{gs
0
(s0)x +gc

0
(c0)x}=-s0(x)g(s0(x), c0(x))x ≥-M′

在方程组(6)中 ,将 wt +λwη关于η求导有

　　　　(wη)t +(λwwη+λccη)wη+λwηη=0

令 α=wη, 　β = cη,可得 　

　　　　αt +(λw +λcβ)α+λαη=0;

设 N 是α, β在 Πτ的上界 ,而M 是使得

　　　　0 ≤( f 0)η≤M ,0 ≤ c ≤M

成立的正常数 ,又设

　　　　α= α+M +N
L
2(η

2 +PLe t)

其中 ,L , P 是待定的正常数.则有

　　0 =  α+M +N
L

2(η
2 +PLet)

t
+(λwα+λcβ) α+M +N

L
2(η

2 +PLe t)+

λ α+M +
N

L
2(η

2 +PLe t) =

 αt +
N

L
2(Le

t +(λwα+λcβ) α+(λwα+λcβ)M +
N

L
2(η

2 +PLet)+λ αη+
N

L
2 +2η =

 αt +λ αη+
N

L
2(2λη+PLet)+(λwα+λcβ)+λw M +

N

L
2(η

2 +PLet) α+

λw M +
N

L
2(η

2 +PLet)+λcβ M +
N

L
2(η

2 +PLe t)

注意到 　 α(η,0)=α(η,0)- M +
N

L
2(η

2 +PLet) ≤0

　　　　 α(±L ,0)=α(±L ,0)- M +N +N
L
2PLe

t
≤0

若取 t =sup{t| α(η, t)≤0 ,  η∈ (-L ,L)<∞},则存在  η∈ (-L ,L),使有  αt( η, t)

≥0 , αx( η, t)=0.此时在点( η, t)成立

　 αt( η, t)+
N

L
2( η

2
+PLe

 t
))+ λw M +

N

L
2 η

2
+λcβ M +

N

L
2( η

2 +PLe t) =0 (9)

由于 λη, λc和 β均有界 ,并且

λw =( f u)w =[ fh(h(w , c), c)] w = f u u
 u
 w
=(-s

3
fss)

1

s
2
gs
=-f ss

s
gs
>0　( u =h(w , c))

在式(9)中取待定正常数 P充分大 ,则该式不能成立 ,故应有 t =+∞.这样对  (η, t)∈ [ -
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L ,L] ×[ 0 , +∞] 都有

　　　　 α(η, t)=α(η, t)- M +
N

L
2(η

2 +PLet) ≤0

令 L ※+∞,成立 α(η, t)-M ≤0.

综上所述即可得:-M′≤wη≤M.由于这里的界与 t无关 ,按局部解的延拓方法 ,对

 ε>0 ,当( f 0 , c0)∈ D′ε时 ,方程组(6)有大范围光滑解( f
ε
, c
ε
)=( f

ε
, c)∈ D′ε,并有式(7)

成立.

2　定理的证明

对于光滑解 ,由方程组(2)和(6)的等价性可知方程组(1)和(6)的等价性 ,从而存在 sε

=γ( f , cε)(γ为 fε和 c
ε的连续可微函数)和 c

ε满足

　　　　
s
ε
t +f(sε, cε)x =0　sε(x ,0)= s

ε
0(x)

(sε, cε)t +(c
ε
f(sε, cε))x =0　cε(x ,0)= c

ε
0(x)

由Ascoli-Arzila定理可知{ fε}中存在着收敛子列(不妨设为其本身)当ε※0时收敛于连

续函数 f ,由初值问题(5)即知定理的结论成立.
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Existence of Global Continuous Solutions for

a Nonstrictly Hyperbolic System of Conservation Laws

YE Xiao-ping
 

Abstract:It is proved for the existence of the global continuous weak solutions for a nonstrictly hyper-

bolic system of conservation laws which can be widely used in oil-exploiting and elastic theory.

Keywords:nonstrictly hyperbolic;global continuous solutions;initial disturbance
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