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摘　要:用权系数的方法 ,对p ∈ [ 7/6 , 2] , 1/ p +1/ q =1 ,建立 Hardy 不等式的一个加强式:
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1　不等式的加强

设p >1 ,1/p +1/q =1 , an ≥0(n ∈ N),0 < ∑
∞

n=1
a
p
n <∞.则 Hardy 不等式可表述

为[ 1]
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这里 , qp =[ p/(p -1)] p ,是最佳常数.1998年 ,杨必成等[ 2] 用权系数的估算方法对(1)式在

p =2的情况作了如下加强型的改进

　　　　∑
∞

n=1

1
n ∑

n

k=1
ak

2

≤4∑
∞

n=1

1-
1

3 n +5
a

2
n (2)

关于不等式加强的课题 ,1991年徐利治[ 3] 首倡对Hilbert不等式作尝试.几年来 ,杨必成等对

Hilbert不等式以及 Hardy-Hilbert不等式的改进工作 ,取得了很大进展4～ 6] .本文仍用权系数

的方法 ,就 7/6 ≤p ≤2的情况估算如下形式的权系数
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如文[ 2] 在评注中所指 ,当 p ≠2时 ,估算(3)的难度将较大.下面要用到 Bernoulli不等式与

2个已知的关于幂和的不等式(文[ 2 ,7]):

(1+x)a ≤1+ax　　(x ≥-1 , 0 <a ≤1) (4)
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2　几个引理

引理 1　设1 <p ≤2 ,1/p +1/ q =1 ,在[ 1 , +∞)上定义函数 g(x)为:

g(x)=-
(2p +1)(3p +1)
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x
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则有不等式(1+g(x))p-1 ≤1+(p -1)g(x)　(x ∈ [ 1 , +∞)).

证明 　因 x ≥1 , q ≥2 >1 ,1/x 1+1/ q ≥1/ x2 ,所以

g′(x)=
6p2 +5p +1
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1
q
·
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及 　　　g(x)≥g(1)=-6p
2
+5p +1
12p2 +p -1

2p
-p -1

12p2 =-
1
p
>-1 ,

由 Bernoulli不等式 ,有

　　　　(1 +g(x))p-1 ≤1 +(p -1)g(x)(0 <p -1 ≤1)

证毕.

引理 2　设2 ≤q ≤7(p =q/(q -1)).定义函数 h(q), s(q)为

h(q)=-4q3 +20q2 +49q -18p2 +67p -1 , s(q)=11pq2(q +1)(2q +1)/20580 ,

则对一切 2 ≤q ≤7 ,有h(q)≥11/3 ≥ s(q).

证明 　(1)当 2 ≤q ≤6时 ,有

　　　　6/5 ≤p ≤2

及 　　　h(q)≥-4 ×6q2 +20q2 +49q -18×2p +67p -1 ≥

　　　　　-4×6q +49q +31p -1 ≥86.2 >11/3 ;

(2)当 6 ≤q ≤7时 ,有 7/6 ≤p ≤6/5 ,注意到dp/dq =-(p -1)2 ,有

h′(q)=-12q2 +40q +49+36p(p -1)2 -67(p -1)2 =
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(3)当 2 ≤q ≤7时 ,7/6 ≤p ≤2 ,因

　　　　d(pq)/dq =d(p +q)/dq =1 +dp/dq =1 -(p -1)2 ≥0

于是 s(q)=11pq ·q(q +1)(2q +1)/20580关于 q在[ 2 , 7] 上是增函数 ,故
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引理 3　设 k ∈ N , 7/6 ≤p ≤2 ,1/p +1/ q =1.定义 Q(k)为
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则 Q(1)≥11q/246960.

证明 　取 k =1及注意到以下事实:

pq =p +q , p
2
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2
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3
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3
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2
, p/ q =(p -1), pq·(p +q)=(p +q)
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有以下2式
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引理 4　对任意 k ∈ N ,7/6 ≤p ≤2(1/ p +1/ q =1),有 Q(k)(a0 k
1/q +b0)≥2q ,其

中 a0 =196/15 , b0 = r0a0 , r0 =3436.

证明 　当 k =1时 ,由引理3 ,有Q(1)(a0+b0)≥(11q/246960)·(196/15)·3437 >2q;

当 k ≥2 ,p ≤2时 ,有 k
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将 Q(k)(a0k
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+b0)乘开 ,由(8),(9),(10)式 ,并注意到k

1/ p
≥ 2 >24/17 , k

1/ p-1/ q
≥1

(p ≤q), 可得

k
1/p 1

a0
Q(k)(a0k

1/q
+b0)-

(2p +1)(3p +1)
12p

a0 =

(2 p +1)(3p +1)
12p

r0 -
p +q

q +1
·

1

k
1/p-1/q -

p +q

q +1
·

r0

k
1/ p -

2 q
2
+3q +9p -3

6q(2q +1)
·

1

k
2/p -

3 p -2

12 q
2 ·

1

k
1+2/p +

(2p +1)(3p +1)
12pq

·
1

k
1/p +

r0

6qk

(2p +1)(3p +1)
2p

-
2q

2
+3q +9p -3

2 q +1

1

k
1/ p -

3p -2

2q
·

1

k
1+1/ p >

22 中山大学学报 (自然科学版)　　　　　　　　　　　　　第 39 卷



(2 p +1)(3p +1)
12p

r0 -
p +q

q +1
-
p +q

q +1
r0

17

24
-

2 q
2
+3q +9p -3

6 q(2q +1)
·

1

2
-

3p -2

12q
2 ·

1

2
2 >

1

12p(q +1)
[(12014p

2
+25758p +12014q +3436)-(2 q

2
+3q +12p)] >0(2 ≤ q ≤7) (11)

又注意到 d(pq)/dp =1-(q -1)2 ≤0(7/6 ≤p ≤2 ≤q ≤7).故 p =7/6 ,即 q =7时 ,

(2p +1)(3p +1)(pq)取得最小值 ,再由(11)式得
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引理 5　对(3)式的 Wp(k)及任意 k ∈ N ,7/6 ≤p ≤2(1/ p +1/ q =1),有

Wp(k)<q
p 1-

15
196
·

1

k
1/ q
+3436

<q
p 1-

1
14
·

1

k
1/ q
+3207

(12)

证明 　由(5)式及引理 1 ,得
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而 a0 k
1/ q +b0 <14(k 1/ q +3207),故(12)式成立.证毕.

3　定理及评注

定理 　设 7/6 ≤p ≤2 ,1/ p +1/ q =1 , an ≥0(n ∈ N),0 < ∑
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特别地有更简化形式
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证明 　由 Hölder不等式 ,有

1
n ∑

n

k=1

ak
p

=
1
n ∑

n

k=1

k
-

1
pq · k

1
pq·ak

p

≤

1

n
p ∑

n

k=1
k
-1/p

p
q ∑

n

k=1
k

1/ q
a
p
k =∑

n

k=1
k

1/ q 1

n
p ∑

n

j=1
j
-1/ p p-1

a
p
k

而由引理 5 ,0 <Wp(k)<q
p 1 -

15
196
·

1

k
1/ q +3436

<q
p 1 -

1

14(k 1/ q +3207)
<q

p ,

所以 , 0 < ∑
∞

k=1

Wp(k)a
p
k < q

p ∑
∞

k=1

a
p
k < ∞ , 并 且[ 8] ∑

∞

n =1

1
n ∑

n

k=1

ak
p

≤ ∑
∞

n =1
∑
n

k=1

k
1/ q

1

n
p ∑

n

j=1
j
-1/ p p-1

a
p
k =∑

∞

k=1
∑
∞

n=k
k

1/q 1

n
p ∑

n

j=1
j
-1/p p-1

a
p
k =∑

∞

k=1
Wp(k)a

p
k .于是(13),(14)式成立.

评注 　(13),(14)式在区间7/6 ≤p ≤2加强了 Hardy 不等式.但加强不等式中的内常

数未达到最优;而对一般 p>1的情形 , 尚未解决加强问题 , 需进一步改进.
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An Inprovement on Hardys Inequality in an Interval

HUANG Qi-liang
 

Abstract:In the interval p∈ [ 7/6 , 2] , 1/p+1/q=1 , the author builds a strengthened Hardys

inequatlity by weight coefficient:∑
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