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摘　要:利用高维情形下的非平稳重分法来构造高维非平稳双正交 Semi_MRA, 得到了生成非平稳双正交

Semi_MRA的一个充要条件.
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　　近年来, 人们对非平稳重分法的研究越来越

重视[ 1 ～ 3] , 文 [ 1] 研究了高维非平稳重分法的

收敛性及其极限函数性质, 本文构造高维非平稳

双正交Semi_MRA, 研究其生成的充要条件.本

文拟采用如下多重指标记号:

①多重指数指标 m =( m1, …, md ) ∈ N
d
0 ,

|m|:=m1 +…+md;

②x, y ∈ R
d
, x · y:=∑

d

i=1
xiyi , ‖x ‖:=

( x · x)
1/2
, x

m
:=∏

d

i=1
x
m
ii ;

③多重导数 D
m:=( m

1/ xm11 ) , …,

( md/ xmdd ) ;

④rk:=∏
d

i=1[ -rk( i) , rk ( i )] ∩ Z
d
, 其中

k >0, rk ( i ) ∈ Z +, 0 ≤ i ≤d ;

⑤T
d
:=[ -π, π]

d
, Ed:={单位方体[ 0, 1]

d

的2
d
个顶点}.

1　高维非平稳重分法

设{hk}k>0 是一组有限面具, 其对应的滤波

函数为:

mk( ω) :=∑
l ∈ r

k

hk( l ) e
-il·ω=

∑
r
k
( 1)

l
1
=-r

k
( 1)

… ∑
r
k
( d)

l
d
=-r

k
( d)

hk ( l ) e
-il·ω

, ω∈ R
d

在这组面具下的非平稳重分算法为:

fj (2
-j
k) =2

d ∑
l∈ Z

d

hj ( k -2 l) f j-1(2
-j+1

l) ,

k ∈ Z
d
, j ≥1 (1)

　　引理 1　若非平稳重分算法 ( 1) 输入的初

始序列为 Dirac序列 f 0( k) =δk , 0,则经过 n 步迭

代得到的网格 2
-n
Z

d
上的值能被函数 φ

[ n]
( x) 进

行插值,其中 φ
[ n]

( x) 为有限带宽函数, 满足

 φ
[ n]

( ω) =∏
n

k=1
mk(2

-k
ω) ·χTd (2

-n
ω) .

　　引理 2　如果{mk( ω)}k>0 一致有界, ∑
∞

k=1
|

mk(0) -1|<+∞,且{rk}k≥1呈线性增长,即对所

有的 1 ≤ i ≤d , rk( i ) =O( k ) ,则在任何紧集上

 φ[ n] ( ω) 一致收敛到  φ( ω) ,  φ[ n] ( x) 在缓增分布

意义下收敛到 φ( x) 且

suppφ( x )  ∏
d

i=1
[ -Li , Li] ,

Li =∑
k>0

2-krk( i ) , i =1, …, d.

　　引理 3　若引理 2 的条件成立, 此外还有

|mk( ω) |≤(1+ak) ·|m( ω) |
k
,其中

∑
k>0
|ak|<∞, m ( ω) :=∏

d

i=1
cos
ωi
2

β
i

 m( ω) ,

βi 为正实数.

而且  m( ω) 满足如下条件:

①  m( ω) 有界,且  m(0) =1;

②  m( ω) 在原点Hölder连续;

③对某个固定的 λ>0, σλ:=sup
ω ∏

λ

k=1

| m(2-kω) |<2λL , L := min
1≤i≤d

{βi};则 φ( x) ∈

C
∞
0 (R

d
) ,且对  m ∈ Z

d
+, D

mφ[ n] ( x) 一致收敛

到 D
m
φ( x ) .

 基金项目:广东省自然科学基金资助项目 ( 990228);深圳大学科研基金资助项目 ( 9909)

收稿日期:2000-06-08;　作者简介:陈文胜, 男 ( 1967-) , 博士, 讲师.

　
第 40 卷　第 3 期

2001年　5 月
中山大学学报 (自然科学版)

ACTA　SCIENTIARUM　NATURALIUM　UNIVERSITATIS　SUNYATSENI
Vol.40　No.3
May　2001

　



2　非平稳双正交 Semi_MRA

设{hk}k>0 和{ hk}k>0是两组有限面具,其相

应的滤波函数{mk( ω)}k>0和{ mk( ω)}k>0都满足

引理 3的条件, 则可定义 C
∞
0 (R

d) 函数 φj( x) 和

 φj ( x) , 它们的Fourier变换如下:

 φj ( ω) =∏
∞

k=1
mk+j (2

-kω) ,

 φ
 

j ( ω) =∏
∞

k=1
 mk+j (2

-kω) (2)

其中 , j ≥0, ω∈ R
d.因此, 由变换 ( 2) 有:

 φj ( ω) =mj+1( ω/2) φj+1( ω/2) ,

 φ
 

j( ω) = mj+1( ω/2) φ
 

j+1( ω/2) (3)

从而, φj ( x) 和 φj ( x) 分别满足如下递归细分

方程:

φj ( x) =2 d ∑
n∈ r

j+1

hj+1( n) φj+1(2x -n) (4)

 φj ( x ) =2
d ∑
n∈ r

j+1

 h j+1( n) φj+1(2x -n) (5)

　　两组 Semi_MRA {V j}j≥0和 { V}j≥0可分别定

义如下:

Vj:= span{2 jd/2φj (2
j
x -k)},

{ V}j:=span{2jd/2 φj(2
j
x -k )} (6)

由方程 ( 4) 、 ( 5) 知:

Vj  Vj+1,  Vj   Vj+1, ( j ≥0)

现在研究{Vj}j≥0和{ Vj}j≥0在什么条件下能构成

一组双正交的多分辨率分析.为此记

 φ[ n]j ( ω) :=∏
n

k=1
mk+j (2

-kω) ·χ2nTd( ω) ,

 φ
 
[ n]
j ( ω) :=∏

n

k=1
 mk+j (2

-kω) ·χ2nTd ( ω)

　　引理 4　

lim
n ※∞∫Rd

 φ
-

j ( ω) φ
 

j( ω) -

 φ
-
[ n]
j ( ω)  φ

 
[ n]
j ( ω) dω=0

证明　类似于文 [ 1] 中引理 3的证明, 知

存在 p, p ∈ N, 使得

s:=b +p
lg2σλ
λ
-L <-d/2,

 s:= b + p
lg2σ λ
 λ
- L <-d/2

且对任意的 n ∈ N, ω∈ R
d
, 有

 φ
-
[ n]
j ( ω) ≤K jp (1+‖ω‖)

s
,

 φ
 
[ n]
j ( ω) ≤ K jp (1+‖ω‖)

{ s (7)

注意到不等式 ( 7) 对逐点极限  φ
～

j ( ω) 和

 φ
 

j ( ω) 亦分别成立, 从而

 φ
-
[ n]
j ( ω) φ

 
[ n]
j ( ω) =

∏
n

k=1
 mk+j(2

-k
ω)  mk+j (2

-k
ω) χ2nTd ( ω) ≤

Ajp (1+‖ω‖)
-d-η

,

 φ
-

j( ω) φ
 

j (ω) =

∏
∞

k=1
 mk+j (2

-k
ω)  m k+j (2

-k
ω) ≤

Ajp(1+‖ω‖)
-d-η

, ( η>0)

这表明  φ
-

j( ω)  φ
 

j ( ω) ∈ L
1
(R

d
) .所以, 对任给 ε

>0,可选取 G >0, 使得

∫‖ω‖>G(1+‖ω‖)-d-ηdω<ε/ (2Ajp)

然后将引理中的积分折成 Ⅰ =∫‖ω‖<G和 Ⅱ =

∫‖ω‖>G 2部分.易见 Ⅰ一致收敛于零, 另一部

分|Ⅱ|≤2Ajp∫‖ω‖>G(1+‖ω‖)-d-ηdω<ε,
由此即得本引理.

定理　假设引理 3的条件成立, 则{Vj}j≥0

和{ Vj}j≥0是双正交的充要条件为:对  ω∈ R
d
,

 j ≥1, 有

∑
ν∈E

d

 mj ( ω+νπ) mj(ω+νπ) =1, a.e. ( 8)

　　证明 　 (  ) 已知{Vj}j≥0 和{ Vj}j≥0 双正

交, 即对  k ∈ Z
d
,  j ≥0,

δ0, k =〈φj(·) | φj (·-k)〉 =

(2π)-d∫Rd φj ( ω)  φ
 

j ( ω) e
ik·ωdω=

∑
n∈ Z

d

(2π)
-d∫2nπ+[ 0, 2π] d φj ( ω)  φ

 

j( ω) e
ik·ω

dω=

(2π)-d∫[ 0, 2π] d ∑
n∈Zd
 φj ( ω+2nπ)·

 φ
 

j ( ω+2nπ) e
ik·ω

dω

因此

∑
n∈Zd
 φj ( ω+2nπ)  φ

 

j ( ω+2nπ) =1, a.e ( 9)

又据 ( 3) 和 ( 9) 得:

∑
n∈Zd

mj+1( ω/2 +nπ) φj+1( ω/2+nπ) ·
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 mj+1( ω/2+nπ) φ
 

j( ω+2nπ) =1

即

∑
ν∈ E

d
∑

k ∈Zd
mj+1( ω/2+2kπ+νπ)

 φj+1( ω/2 +2kπ+νπ) ·

 mj+1( ω/2+2kπ+νπ) φ
 

j+1( ω/2 +2kπ+νπ)

=1

从而

∑
ν∈ E

d

mj+1( ω/2+νπ)  mj+1( ω/2+νπ) ·

∑
k ∈ Z

d

 φj+1( ω/2+2kπ+νπ)

 φ
 

j+1( ω/2+2kπ+νπ) =1

再由式 ( 9) 即得式 ( 8) .(  ) 已知式 ( 8) 成

立, 则有

In:=∫Rd φ
[ n]
j ( x) φ

[ n]
j ( x -l)d x =

(2π)-d∫2nTd φ
-
[ n]
j ( ω)  φ

 
[ n]
j ( ω) e-il·ωdω=

(2π)
-d∫[ 0, 2{n+1}π] d φ

-
[ n]
j ( ω)  φ

 
[ n]
j ( ω) e

-il·ω
dω=

(2π)-d∫[ 0, 2nπ] d∏
n-1

k=1
 mk+j mk+j ) (2

-kω) e-il·ω·

∑
ν∈E

d

(  mn+j mn+j ) (2
-nω+νπ) dω=

(2π)
-d∫2n-1Td φ

[ n-1]
j ( x) φ

[ n-1]
j ( ω) e

-il·ω
dω=

In-1 =… = I1 =

(2π) -d∫2Td φ[ 1]j ( x) φ[ 1]j ( ω) e-il·ωdω=

(2π)
-d∫[ 0, 2π] de

-il·ω∑
ν∈E

d

(  m 1+j m 1+j)

(2
-1
ω+νπ) dω=

(2π)
-d∫[ 0, 2π] de

-il·ω
dω=δl , 0

因此, 由引理 4得:

〈φj (·) | φj (·-l) )〉 =

(2π) -d∫Rd φj ( ω)  φ
 

j ( ω) e
il·ωdω=

lim
n※∞

In = I1 =δl, 0
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A Sufficient and Necessary Condition of Multidimensional

Nonstationary Biorthogonal Semi_MRA
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Abstract:The multidimensional nonstationary subdivision scheme is used to construct Nonstationary biorthogonal

Semi_MRA, and a sufficient and necessary condition to generate a nonstationary biorthogonal Semi_MRA is ob-

tained.
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