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摘 要
: 设线 ( R

,

s) 是所有具有指定行和向t R 与列和向量 s 的 (0
,

1
,

2 ) 一 矩阵组成的集合
.

给出哟 (及
,

)S 中存在不可约矩阵的 2 个必要条件
,

得到了 哟 ( R
,

s) 的一些性质
.
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设
r
是正整数

,

如果矩阵 A = ( a

户 满足
a 。` ! o

,

l
,

…
, r

} ( i = l
,

…
,

m ; j 二 l
,

…
, n )

,

则称 A 是一个 ( O
,

1
,

…
, r ) 一

矩

阵
.

设 卫 = ( r l ,

…
, ; 。

) 和 s = ( s : ,

…
, s 。

)

是非负整向量
,

所有具有指定行和 向量 R 与列

和向量 S 的 ( 0

为 琳 ( R
,

S )

…
, ;

)
一
矩阵组成的集合记

设 A 是
n
阶方阵

,

如果存在置换矩阵 P
,

使得

PA p , =

{
A , 1 0

L A Z一 A 刀 J

其中
,

A l l和 A 22 是阶不小于 1 的方阵
,

则称 A

是可约的
.

否则
,

称 A 是不可约的图
.

M i二 ky L [3〕给出了 粼 (双
,

s ) 非空的充要条

件
,

Bur al d i〔Z j给出了 踢 ( R
,

)S 中存在不可约矩

阵的 3个等价条件
.

本文将给出毅 ( R
,

)S 中存在

不可约矩阵的 2个必要条件
,

得到了毅 ( R
,

)S 的

一些性质
.

1 纵 《R
,

)S 中的不可约矩阵

引理 [3 ] 设 卫 = (
r l ,

…
,

、 ) 和 S == (
s ; ,

…
, : 。

)是非负整向量
,

且
r l + … + 、 二 : , + … +

矩阵
.

推论 1 踢 ( R
,

s ) 非空的充要条件是结构

矩阵 T 〕 .0

定理 1 设 R = (
r t ,

…
, r 。

)和 S =
(

: , ,

…
,

s 。 )是非负整向量 ( n 〕 2 )
,

如果 纵 (卫
,

S ) 中存在

一个不可约矩阵
,

则有
r ` > o 和

s ` > O ( i = l
,

…
, n

)

且对 } l
,

…
,

司 的任意两个互不相交的非空子集

K 和 L
,

都有 : ( K
,

L ) > 0
.

证明 设 A 是毅 ( R
,

)S 中的一个不可约矩

阵
,

则 A 中没有零行与零列
,

因此
r ` > 0 和 : ` > 0 ( i = l

,

…
, n

)

因为 毅 ( R
,

S ) 护 必
,

所 以对 { 1
,

…
,

司 的任意两

个互不相交的非空子集 K 和 L
,

都有 ` ( K
,

L ) )

0
.

假设 : ( 盆
,

L ) 二 2 1了 ! 一L I ,

名
; ` 一

名sj 二

`一 K j〔 L

名盯0
,

即习sj 二

j 任 L

个置换矩阵 P
,

r ` + 2 一x l 一乙 1
.

因此
,

存在一

使得

: 。 ,

则 哟 ( R
,

S ) 非空的充要条件是
:

K c {一
,

一
,

m } 和 L 仁 {一
,

…
, n }

,

` ( 盆
,

乙 )
= 2 一` 一t 乙 一+

艺
r` -

对任意集合

都有

i恨 K

其中
,

! K I和 1L I分别表示集合

个数
.

艺sj 二 0

j〔 L

K 和 L 中元素的

C一川川记 t“ = m i n
{ r ( K

,

L ) I K

= k
,

L c { l …
, n

}
,

1 L l =

}1
,

…
,

。 }
,

I K

,

则称 ( m + l )
x

(
n + 1 ) 矩阵 T = ( : 、 ) 是集合场 ( R

,

S ) 的结构

尸曰 `
-

,

PA p ’ =

[
2、

一

,
一

p
·

口
}、 “ ’

K

其中
,

J 是元素全为 1 的矩阵
.

由此推出 A 是可约的
,

与 A 的不可约性矛

盾
.

所以 以K
,

L ) > .0

定理 2 设 R 二
(

r l ,

…
,

rn ) 和 S =
(

s , ,

…
,

: 。

)是正整向量 (n 〕 2)
,

哟 ( R
,

s) 护 必
,

K 和 L 是

{ 1
,

…
,

川 的任意两个互不相交的非空子集
.

则
t ( K

,

L ) > 0 的充要条件是

,
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名
, ` 、

名
r ` +

习而
n

1Z k
, ; `

}
t ( K

,

L )
=

`二 百

其中
,

k 二

2 1 形 一l 乙 l +

习
; ` 一

名 sj = o

泣桩 K j任 L

,

…
, 几 一

证明 必要性
.

如果 议 K
,

L ) > O
,

设 A 是

锡 ( R
,

)S 中的任一矩阵
,

l 镬 k 《 n 一 1
,

则

( 2 )

考虑矩阵 A 前 k 列元素的和
,

则有

即习今
=

j〔 L

P
,

使得

因为

( 5 )

习
。 十 2 ! K ! ! L !

.

因此存在置换矩阵

尸瓦
,

滩 = “
{[ 一

尸减尸 T =

沐
,

I,广口
一
于

当
、 ( 6)

习
,

“ 习
。 十

艺而
n

{2 、
, r `

} ( 3 )

K

K 门 L 二 口
,

所以 ( 6) 式成为

下面用反证法证明 ( 3)

假设存在某个数 k
,

1 鉴 k 落

名
r ` 十

,

k
,

都有

式中的等号不成立
.

n 一 1
,

使得

而
n

{Zk
, r `

} ( 4 )

尸

孟`

-
一

, r I r一二 J 工二0 1 ( 7 )

PPA
` =

朴 : J
’

借
一 艺

一

寸
` ’

了

j } 、

记 ! L 卜 k
,

考虑 ( 7) 式前 k 列元素的和
,

则有

全
: `

=

名
r ` 十

艺 m i n
{2 *

, r `
}

一一

·

名
`吕 1

那么对 i = 1
,

… 吮 落 Zk
.

否则
,

存在某个

数 `
,

1 “ 二 *
,

使得
: ` > hZ

.

由 (2 )式
,

则有习
: `

<

名。 +

习 m i n
! 2无

,

几 }
,

与假设 ( 4 ) 矛盾
,

令 盆 =
} 1 1 。` 〕 2 无

,

k ` i 城 n
}

,

S 是正整向量
,

所以 K 并 口
.

否则
,

K 二

因为 R 和

口
,

那么对

一切
人

名
: `

二 1
,

…
, n ,

都有 ` < 2几
,

此时条件 ( 4) 成为

与已知矛盾
.

所以 以K
,

L ) > .0

由定理 1 和定理 2
,

显然有

定理 3 设 R =
(

r , ,

…
,

rn ) 和 s 二
(

: 1 ,

…
,

s 。

) 是非负整向量 (
n ) 2 )

,

如果 践 ( R
,

S ) 中存在

一个不可约矩阵
,

则有 ir > 0和 。` > 0
,

( i 二 1
,

…
,

n
)

,

且

习
r ` +

艺
m i n

{2 *
, r `

}
乙

: ` <

习
r ` +

j 二 1 泣. 盖+

名
r ` +

习
; `

其中
,

无 = 1
,

2
, 二长

习 m i n
{2无

, r `
}

=

艺 。 =

习
`二 1 1二 l

0 矛盾
.

记 L 二
} l

必
,

于是

t ( K
,

L ) =

s ` ,

由假设 l ` k ` n 一 1
,

与
: 。 > 值得注意的是

,

定理 2和定理 3的逆命题不成

立
.

例如 R 二 S 二
( 1

,

2)
,

则溉 ( R
,

S ) 中所有的
~ 一

kI, 则 I L I = k且 K门 L 二 ( 0, 1, 2 )
一
矩阵是

f 1 0 1 r o l
c , =

10 Z J
,

C , “

11 1

一一今艺献

一一

一`sj
r、
,
.

JL

,JK一、/ù任

2 ! K 1 1 L I+

( 2 * l ` ! +

习
: `

)
-

祥 K `

而
n

}2 、
, r `

} +

E
r `

)
- 全

、 = 。

`二 众+ 1

与已知 ` ( K
,

L ) > O矛盾
.

因此条件 ( 4 ) 不成立
,

所以习
: ` 、
名

r ` + 全m i n
{Z k

, r `
}

介 二 l 时
,

显然有
5 1 < r ; + m i n

12无
, r Z

}
.

但矩阵 c l

与 C Z
都是可约的

.

与定理 2 的证明类似
,

可推得

以下结论
:

推论 2 设 R 二 (
r , ,

…
,

` ) 和 S =
(

: ; ,

…
,

s 。

)是正整向量 (
n ) 2)

,

且 R 是单调递减的
.

如果

毅 ( R
,

S ) 尹 必
,

则

充分性 如果名
: ` <

名
r ` +

名 m i n
{Z k

, 名
: ` <

名
r ` 十

i二 1

其中
,

几 = 1
,

2

`二 l

· ’ · , n 一 1

云而乓 }2 、
, r `

}

喇
,

k = l
,

…
, 。 一 1

.

因为 哟 ( R
,

s ) 护 必
,

所以

r ( K
,

L ) 〕 0
.

仍用反证法证 明 以 K
,

L ) > 0
.

设 A 是

哟 (及
,

)S 中的任一矩阵
,

假设存在某两个互不相

交的非空子集 K 和 L
,

使得

2 哟 ( R ,

)S 的其他一些性质

设 A ==
(

a 。 )是一个 m 、 n
矩阵

,

h
、

k
、

p 和 。

是正整数
,

且满足 1 ` h < k 续 m
,

1 ` p < q `

n
.

如果在矩阵 A 的第 h
、

k行以及第p
、

q列的位置

上加上一个 2 x 2 子阵
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:

给定行和与列和的 (0
,

l
,

2) 一 矩阵

偶是是d

或者 2
.

此时衬
二 3

,

衬
一 尸 二 .2

情形 3 : p 二 2
,

不妨设
a 二 b 二 1

, 。 、

d

数 0 或者 2
.

此时 产
= 2

,

汀
一 p = .0

一

或

得到的矩阵 A
`

与 A 仍有相同的行和与列和
,

称这

种变换为 ( hk
,

p q )
一
变换 〔’」

.

设 A 是一个 ( o
,

l
,

2 ) 一 矩阵
,

记 。 (注 ) [4 ]是矩

阵 A 中元素 1的个数
.

显然有

定理 4 如果 A 和A
`

是践 ( R
,

)S 中的任意

2 个 ( 0
,

l
,

2) 一
矩阵

,

那么总是存在一系列的 ( hk
,

qP ) 一
变换把矩阵 A 变为 A

并 ,

且中间变换所得的

矩阵仍是 践 ( R
,

S ) 中的 ( 0
,

l
,

2 ) 一
矩阵

.

定理 5 对 ( o
,

l
,

2 )
一
矩阵 A 作一次 ( h无

,

p叮)
一
变换后变成另一个 ( 0

,

l
,

2)
一
矩阵 A

,

则变换前

后矩阵中 1 的个数仅改变 O
、
土 2 或

土 4 个 (其中
“ + ”

表示增加
, “ 一 ”

表示减少 )
.

证明 设
!: : }

、8 )

是 ( o
,

l
,

2) 一
矩阵 A 的任一可进行 ( hk

,

qP )
一
变

换的子块
.

记 尸是子块中奇元素 1的个数
.

对子块

( 8) 作一次 ( hk
,

qP ) 一
变换后成为

情形 4 : p = 3
,

不妨设
a 二

偶数 2
.

此时 汀
= 1

,

汀
一 尸 = 一 .2

情形 5 : p 二 4
,

此时
。 = = d = 1

,

衬
= 0

,

产
’ 一 夕 = 一 4

·

对于
d + l

:二{ :川叱二{ :川 (9)

相应地
,

A 变成另一个 (0
,

1
,

2)
一
矩阵 刃

.

记 衬

是变换后子块 ( 9) 中奇元素 l 的个数
.

则变换前矩

阵中奇元素 1的个数改变了 可刃 ) 一

川A ) 二
洲

一 夕
·

考虑子块

情形 l : 尸 =

或者 2
.

因此
a -

此时 夕
, = 4

,

尸
,

情形 2 : p =

0
,

则 ( 8 ) 中
a 、

b
、 。 、

d 都是偶数 0

l
,

b + l
, e + l

,

d 一 l 都是奇数 l
,

1
,

不妨设
a = 1

,

b
、 。 、

d 是偶数 O

用同样的方法可得到上述结果
.

因此
,

( hk
,

qP )
-

变换前后矩阵中奇元素 1的个数改变了 0
、
士 2

、

或

者
士 4 个

.

定理 6 设 又和 :
分别是毅 ( R

,

)S 中向量 R

和 S 的奇分量个数
,

A 是 踢 ( R
,

)S 中的任一 ( 0
,

1
,

2) 一
矩阵

,

则

夕( A ) 二 几 三 公 ( m o d Z )
.

证明 因为矩阵 A 中的每一个奇元素 1 分

别为 p ( A )
、

又和 。
各提供一个增量 1

,

所以它们的

奇偶性总是一致的
,

因此川A ) 二 几 三 。
( m do 2)

.
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