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摘 要
: 主要讨论了 is e

咖 sn ik 垫片的 :.lI llr 密度函数在其端点处的计算问题
,

并通过具体的数值计算
,

得
.

出了在端点处的
_

L 凸密度函数不等于 1的结论
.
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计算分形的 HUu s d l )
咐测度是一个十分困难

的问题
,

包括较简单的 自相似集
,

如 is erp in sk i

垫片〔’〕
,

文 【2
,

3」等都只能给出一些上界
.

本

文考虑上凸密度与 Hau s d o进 测度的关系
,

证明

ieS 咖sn ik 垫片的顶点具有不等于 1 的上凸密度
.

至今未见关于上凸密度估计的其它结果
,

相关问

题的深人研究对 H a u s do flr )测度的估计与计算具

有重要理论意义
.

1 基本概念
、

已知结果和问题的提出

设 U 是 R
“

的非空子集
,

定义 u 的直径为

文章编号
: 05 29

一

65 79 (珊1 ) 01
一
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1 U I

c U iU

= su p 11
; 一
川

: : ,

y 任 川
,

若 R
n

的子集 E

且对所有 i
,

0 < I iU ! 蕊 占
,

则称 { iU } 为 E

的 参 覆盖
.

设
3
是一个非负实数

,

对 占 > O
,

定义

玛 ( 召) = i n f {艺 l 。 ` 一:
} iU }

i = ]

为 E 的可数参 覆盖 }
.

令 占~ 0
,

定义

尸 ( )E
=

黔玛 ( )E

尸 是一个外测度
,

当被限制在其可测集所生成的
,
域上时

,

称为
,
维 到陌u s do l召

,

测度
.

R
n

的子集 E 称

为
。一

集 (0 簇 , 感 n)
,

如果 E 是尸
一

可测集且 。 <

尸 ( E ) < ao
,

在文「幻 第 2 章引进密度的概念
,

表

征了集合的局部测度
.

由于任何一个集合均可包

含在一个与它等直径的凸集中
,

所以完全有理由

更加关心
: 一

集在点
x
的上凸密度

,

其定义为

进行估计的方法
,

但据此只知道对儿乎所有
x 任

E
,

有
`

石拭 E
,

动
= 1

,

而对某个具体的点
,

则不清

楚其
.

_

L凸密度是否为 1
,

这就带来一个问题
:
l

x 任

E I D抓 E
,

x)
= 1 }会是怎样的一个集合? 一般

的情形难于处理
,

对自相似集有否较确定的结论

呢 ?

考虑具体的例子
,

对 C an olt’ 三分集 C
,

容易

验证 C =
{
二 任 c l 力仑( C

, :
) = l }

;对 S i e rp i n s k i

垫片 S
,

如果类似的结论成立
,

即可得到一个计算

尸 ( S )的公式
.

事实上
,

若 S =
1
: 任 E I力缸E

,

劝
= 1 }成立

,

则可特别地取
x
为顶点 A

,

根据 自相似

集的性质及
_

L凸密度函数的定义
,

存在凸集 U (其

直径 1 U I可通过计算任意的逼近 )
,

满足
: 尸 ( S

门 U ) / 1 U I
’ = 1

.

此外由于 尸 ( S 自 U ) / 1 U l
’

= 1 的值可计算得到
,

故有

尸 ( S )
= 扩 ( S )

尸 ( S 门 U )

·

1 U I
`

( 1 )

从而得出一个计算 S 的 alH o do 进 测度精确

值的算法
,

因此下述问题的提出与探讨
,

有着重

要的理论意义
.

。 : ( :
, 二

) =

辣{
S· 。丝{碧尸 }

这里是对所有包含
:
的满足 0 < 1 U I燕 :

的凸集
U 取上确界

.

引理 l[
’ ] 设 E 是 R

“

中一个
; 一

集
,

则对 -sH
几乎所有

/ 偌 E
,

力拭 E
, :

)
= 0 ;且对 犁

一

兀乎所

有
x 任 E

,

乃拭 E
,

x)
= 1

.

这似乎能给出一个对
; 一

集的 H au s do ffr 测度

2 问题的讨论

问题 对 s i e咖
n s ki 垫

片 S
,

有否 S =
l
x 任 5 1

乃:.; (
.

5
, x

) = 1 }?

如上述
,

取
:
为顶点 A

,

考虑 万.b( S
,

x) 是否等于 1
,

设 V为包含 A 点的任意凸集

(如右椭圆 )
,

其直径 1 v l = : ,

设 U 是以A 为圆心

以 :
为半径的扇形

,

则有引理 2
.

引理 2

证明

sII ( S 门 U ) 丫 ( S 门 v )
1 U I

`

显然 } U I 二 1 V I =

V I
J

: ,

故只需证 S n

V c 5 n U
,

对任意 y 任 5 n V
,

由于 } V I 二 : ,

`
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所以 y 与 A 之间的距离不大于
: ,

即 y 任 5 n U
.

这样
,

在讨论上凸集密度函数 力拭 S
, ;

) 时
,

可只考虑以 A 为中心的扇形簇
.

下面的引理将进

一步指 出
,

可 把该扇形簇 的半径限制在 ( 12/
,

别再分成 4 个边长为 14/ 的正三角形
,

并去掉各

自中间的一个
,

剩下 9 个三角形 (称为是 2 级

的 )
,

不断地重复上述步骤
,

并定义各级三角形
,

最

终没被挖去而得到的图形即为 iS e rp i sn ik 垫片
.

1 ] (设垫片的直径为 1 )
.

引理 3 如右三角形
,

U 为扇形 ADE
,

其半径为
: ;

口 为扇形 A辉
,

其半径为

给定
:

sH ( S 门 ` )

尸 ( S )

,

U 也 就 唯 一 地确 定 了
,

而分 式

表示 S 被扇形 U 所覆盖的部分占整

r
2/

.

则 有
梦 ( S 自 U )

! U I
“

sH ( s 门 ` ,

)

! U
`

!
“

证明 由 S i e r p i n s k i垫片的构造易知
,

集合 s

门 口 与 S 门 U 是几何相似的
,

相似比为 12/
.

事实

上
,

当把坐标原点定于 A 点处
,

显然有 S n 酬 =

( S 自 U ) / 2
.

于是
,

, 二 , _
_

, , , 、

浏从 5 n u) )
旦i咬尽胆Z,

一 “ 、 2
、 -

一
/ _

} 酬 l
`

! U 2/ !
“

( l 2/ )
’

sH ( S 门 U )
_ 尸 ( s 自 U )

( 12/ )
“

1 U I
“ 一 } U l

`

个垫片 S的比例
,

其计算公式可循下列的归纳步

骤得到
:

① 判断有多少个 l 级三角形完全被 u 所覆

盖
,

并把该数阶记为
n ,

( 0 簇
n , 簇 3 ) ;

② 考虑 (除去上面的
n ,
个 ) 剩下 3 一 n l

个 1

级三角形内部的 3 ( 3
一 n ,

) 个 2 级三角形
,

判断有

多少个完全被 u 所覆盖
,

把该数目记为
n : ;

③ 假设已通过判断第 i 级三角形
,

确定了
n ` ,

现考虑剩下的
、

不能完全被包含的 i 级三角形

的内部的所有 艺十 1级三角形
,

判断有多少个完全

被 U 所覆盖
,

把该数 目记为
n 、 + 1

.

则星工星皿鱼
=

交脚

H
“

又5 ) 屯了 3
`

证毕
.

对任意的 。 < : 《 1
,

都可乘上 2 的某个幂次

后使之位于 ( 12/
,

1〕
,

由引理 2 即可得
川一D

D仑( S
, x

)
= l i m

黔
p
sH ( s 自 U )

I U !
“

本文用

最大值点为

值为 f(
r 。
)

定理

证明

M at la b 编写了递归函数
,

算出 f(
r
) 的

r 。 二 0
.

91 30 (程序及算法从略 )
,

最大
二 1

.

06 8 4
.

由此得到以下结论
.

5 到
` 任 “ ,力淑 `

,

劝
=

(反证法 ) 若 S 二
{
: 任 5 1 乞( S

, x
)

:

或伙

对
: 任 [ 12/

,

1 ]

的扇形
,

定义函数 户

尸 ( s 门 U )
l ] } U }

J

,

仍设 U 是 A 为中心
:

「12/
,

l ] ~ R 如下

( 2 )

为半径

= 1 }
,

则特取
x

处取得上确界
,

因此
,

尸 ( S )
=

为端点 A
,

如上述
,

( 2 ) 式在

即 (尸 ( S 自 0U ) ) / ( 1 oU l
“

)

} oU l
, =

、 、JZ, ..J

S
八、é

f (
r
)

其中
,

_
竺工盗卫丝业

.

sH ! S }
“

_ 卫叹旦口
~

鱼
.

工

尸 ! S }
￡

尸

~

」才生尽工
-

.

尸 ( S 自 0U )

1

f (
r 。
)

’

1

U l

r 。
所确定的扇形

.

把上面的近似值

数
.

易知 f(

10段 3 是 Si e r p in s k i 垫片的 H a u s d o
ffr 维

:
)是连续的

,

且由于 sH ( )S 是常数
,

故

这里
,

0U 为由

代人
,

得 sH (

与文 仁2
,

引起的
.

证毕
.
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显然这不是计算误差所

可知若 f( r) 在
: = ; 。

处取得最大值
,

则 ( 2 ) 式也

在
: = r 。

处取得上确界
,

而 f(
:
) 是可计算的

.

下面简述 eS i印in sk i 垫片的构造
,

取一边长

为 1的的正三角形
,

连接其 3 条边的中点
,

这样

原来的三角形就被分成了 4 个边长为 12/ 的正三

角形 (这里把它们称为 1级的三角形
,

原来的三

角形称为是 。级的 )
,

去掉中间的那个 1 级三角

形 (不包含边界 )
,

把剩下的 3 个 1级三角形分
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