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摘　要:有限群的π-齐次性和π′-闭性的关系的问题是一个较古老的问题.文章运用同余的技巧, 获得了
一个较一般的结果, 是前人工作的有意义的拓广及补充.
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1　引言及结论陈述

G表示一个有限群,文中使用的符号 、术语沿

用文[ 1] .

如果对 G 的每个非单位 π- 子群 A 都有

NG( A) / CG( A) 是 π-群, 则称 G为π-齐次的;如果

G有正规的Hall π′-子群,则 G称为 π′-闭的.

关于 π-齐次性和 π′-闭性, Frobenius曾建立

了如下著名的结果.

引理[ 1] 　如果|π|=1,那么 G为π-齐次性

的  G为 π′-闭的.

|π|≥2时,引理1一般不成立,交错群 A5就

是一个反例.A5是5′-齐次的,但不是 5-闭的.这

样人们自然问

问题　在附加哪些条件之下, 才能保证

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

成立 ?

一些学者[ 2～ 4] 在此问题上作了工作.Arad

等[ 3]证明了如下著名结果:

引理 2　假定 2  π, 那么

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

　　根据引理 1 和 2, 问题的研究归结为研究

|π|≥2, 2 ∈ π情形.文 [ 4] 获得如下结果:

引理 3　令 π={2, p, q, …, r}, p, q, …, r皆

为4m +1型素数, 那么

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

　　如果 π有 π( G) 外的素数, 只要讨论 π ∩

π( G) .如果 π=π( G) ,显然问题是平凡的.故以

下不妨假设 π为 π( G) 的真子集, 即 π π( G) .

本文拓广了文 [ 4] 的结果, 获得:

定理 　 设 有 限 群 G 的 阶 | G |=

2α3βp1
α
1 …pk

α
k, 2 ∈ π, π  π(G) .如果下述条件

成立:

①3 π;②对任何奇素数q ≤α/2, 2q -1≠

pj
1
pj
2
…pp

l
,  pj

i
∈ π.则

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

以上定理是引理3的推广 (参阅推论 1的证明) ,

是对引理 1和 2的一个有意义的补充.

注1　定理中的约束 “ 3  π” 不能去除.

若 π包含 2, 3, A5表明 G为 π-齐次的,但 G不是

π′-闭的.

注 2　如果有奇素数 q, 使得 2q -1 =

p1p2…pk.令 G 为 Suzuki群 Sz(2
q
) , π ={2, p1,

p2, …pk}.由Suzuki群的子群性质
[ 5] 知, Sz(2q) 是

π-齐次的, 但显然 Sz(2q) 非 π′-闭的.

推论 1　若 π ={2, p1, p2, …pk}, p, q, …, r

皆为大于 3的 8m +1型或 8m +3型素数, 则

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

　　证明　若有

2r -1 =22n+1 -1 =p1p2…ps , pj ∈ π

则 -1 ≡p1p2…ps(mod 8)

由假设 p i ≡1或 3(mod 8) 于是

-1 ≡3k(mod 8) , 1 ≤ k ≤ s

由于 3k ≡1或3(mod 8) ,故-1 ≡1或3( mod 8) ,

矛盾 !由定理知推论 1成立.

记 p( n) 为 n的典型分解式中素数p的方幂.

易得推论 2.

推论 2　设 3  π, 2(|G|) ≤5则

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

2　几个引理

引理1[ 6] 　π-齐次群的子群及商群的仍为
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π-齐次的.

引理2[ 6] 　设G为π-齐次的, K G.如果K,

G/K 皆为 π′-闭的,则 G也为 π′-闭的.

称每个真子群为可解的单群为极小单群[ 7] .

引理 3[ 7] 　极小单群有下述 5个类型:　①

L2(2
r
) , r素数,阶为2r (22r -1) ;②L2(3

r
) , r奇素

数,阶为 3r (32r -1)/2;③L 2( r) , r奇素数, r >3

且 r
2+1 ≡0( mod5) ,阶为 r(2r -1)/2;④Sz(2r) ,

r奇素数,阶为(2
2r
+1)2

2r
(2

r
-1) ;⑤L3(3) , 阶为

24 ·33 ·13.

注3　以上 5 类单群的子群性质可参见文

[ 8] p29.

引理 4　设|G|=2
α
p1
α
1…pk

α
k.如果下述条

件成立:

①3 π( G) ;②对任奇素数 q ≤α/2, 2q -1

≠pj
1
pj
2
…pp

l
,  pj

i
∈ π( G) ,则 G为可解群.

证明　设引理 4不成立, G为极小反例.由

于题设条件对子群, 商群闭, 故 G 必为极小单

群.由3  G , 因此由引理 3,

G  Sz(2r) , |G|=22r (2r -1) (22r +1)

由假设 α=2r, 于是 2r -1 = pj
1
pj
2
…pj

l
, pj

i
∈

π( G) , 这与 2) 相违.故引理 4获证.

推论 2
[ 4]
　设 π( G) ={2, p, q, …, r}, p, q,

…, r皆为 4m +1型素数,则 G为可解群.

推论3　设 π( G) ={2, p, q, …, r}, p, q, …,

r皆为大于 3的8m +1型或8m +3型素数,则 G

为可解群.

证明　若有

2r -1 =22n+1 -1 =p1p2…ps, pi ∈ π( G)

则 -1 ≡p1p2…ps(mod 8)

由假设 pi ≡1或3(mod 8) 于是

-1 ≡3
k
(mod 8) , 1 ≤ k ≤ s

由于 3k ≡1或者 3(mod 8) , 故 -1 ≡1或 3(mod

8) , 矛盾 !由引理 4知推论 2成立.

易证

推论 4　设 3  π(G) , 2(|G|) ≤5,则 G为

可解群.

注4　作为一个独立的结果, 引理 4, 推论

1, 推论 2及推论 3亦是有趣的.

3　定理的证明

定理的证明　 “  ” 是显然的.

“  ” 假设不成立, 令 G为极小反例, 下分

数步引出矛盾.

(1) G为非Abel单群.

由引理1及 2易知 ( 1) 成立.

( 2) G的真子群可解,从而 G 为极小单群.

令M <G,引理1及 G的极小性表明M为π′-

闭的,令Mπ′为M的正规的Hallπ′-子群,则Mπ′奇

阶可解,再由引理 4知 M/Mπ′为可解群, 于是 M

可解, (2) 成立.

下面我们就引理 3中 5种类型的极小单群分

别进行讨论.

(3) G  ①, ②, ③型单群.

否则, G包含真子群A4
[ 8]

,由引理1及 G的极

小性知 A4为 π′-闭的,即 A4为3-闭的,这与事实

不符,因此(3) 成立.

(4) G  ④型单群.

否则, G  Sz(2r ) , r 奇素数.令 G2 为 G 的

Sylow 2-子群,则 NG( G2) 为以 G2为核的Frobenius

群, 且

|NG( G2) |=2
2r
(2

r
-1)

下面分两种情况来讨论.

①存在 p|2r -1,使得 p  π.

由 G的极小性知, NG( G2) 为 π′-闭的, 令 K

的NG( G2) 的Hallπ′-子群.因 p ‖K|,故K ≠1,从

而[ G2, K ] =1,这与Frobenius群性质
[ 1]
相违.故

②  p|2
r
-1,都有 p ∈ π

从而 2r -1 =p1p2…ps, pj ∈ π

　　这与定理的假设 2) 相违, 故 ( 4) 获证.

( 5) G  ⑤型单群.

否则, G  L3(3) .于是 π( G) ={2, 3, 13}.这

样 π ={2}或 π={2, 13}.若 π={2},引理 1表

明 G为π′-闭的, 这与 G为极小反例矛盾.若 π=

{2, 13},令

G13 ∈ Sylow13( G) , 3‖NG( G13/CG( G13) |
[ 8]

这与 G为 π-齐次的矛盾.所以(5) 成立.

由引理3, (2) ～ (5) 产生矛盾.故定理成立.

注5　由定理及引理 4,人们自然问:如果 π-

群皆为可解群,是否成立

G为 π-齐次的  G为 π′-闭的

回答是否定的.设 3, 5 π,则 π-群是可解群(文

[ 8] ) , 令 π = {2, p1, p2, …, pk}, 2
q
- 1 =

p1p2…pk , q是奇素数.Suzuki群Sz(2
q
) 是 π-齐次

的,但非 π′-闭的.
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Abstract:TiO2 doping Mo
6+ catalysts with Mo6+ loading in the range of 0%～ 7%were prepared, characterized

and tested for the degradation of azo dye-methyl orange.The photocatalytic activity reach the maximum at the opti-

mal content ( ca.0.5%) of Mo
6+
.The results of polycrystalline X-ray diffraction and UV-Vis reflectance and Ra-

man spectral analysis showed that the increase in activity is related to the changes in the lattice and the deformation

of crystal surface.The mechanism of catalytic properties was discussed.
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