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摘　要:探讨 Koch 曲线的 Hausdorff 测度与端点处的上凸密度之间的关系.利用Koch 曲线的自相似性, 证

明了 Koch 曲线端点处的上凸密度小于 1, 并通过具体的数值计算 , 到它的 1个上界.
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　　上凸密度与 Hausdorff 测度计算密切相关.

例如, 如果Koch曲线的端点有上凸密度 1, 就可

以计算它的 Hausdorff 测度.上凸密度的值与

Hausdorff测度的值互相依赖, 不知道 Hausdorff

测度的值就无法计算上凸密度的值.而且判断一

个点的上凸密度的值是否为 1也是一个复杂的问

题.本文证明Koch 曲线的端点的上凸密度小于 1

且给出它的一个上限.

1　基本概念和相关结果

在平面 R
2 上取单位线段, 记作 K0.把 K 0

三等分, 以中间的长 1/3的线段为底边向上作等

边三角形, 再挖去底边的内部, 得到一条由 4个

长度为 1/3 的线段组成的折线, 记作 K1.对 K 1

的每一条边重复上述过程, 得到一条由 42 个长

度为 1/32的边组成的折线, 记作 K 2.无限重复

上述过程, 得到折线序列 K 0, K 1, K 2, …,

Kn, … , 当 n ※∞时, 这个折线序列趋于一条

曲线K , 即为 Koch 曲线[ 1] .图 1给出了 K 的构

造过程中的前 2步.

图 1　Koch 曲线构造过程前 2步

Fig.1　The first two steps in the construction

of the Koch curve

K 是一个自相似集, 其Hausdorff维数为 s=

dimH(K ) =log34, 并且 K 为一个 s-集, 即 k 的 s-

维Hausdorff 测度是一个正有限数.从 K 的构造

中可以看到, 对于 n≥1, Kn 由 4n 个长度为 1/3n

的边构成.将上述过程用到 Kn 的每一条边上,

生成 1个与 K 几何相似的集合, 相似比为 1/3n ,

称作 ( 1/3n ) -Koch 曲线并记作 ( 1/3n ) -K .文

献 [ 2, 3] 相继讨论了 K 的 Hausdorff 测度的上

界, 特别是文 [ 3] 否定了 Marion 关于 Koch 曲

线的Hausdorff测度的猜测, 得到了一个较好的上

界, 即

命题 1[ 3] 　设 K 是如上构造的 Koch 曲线,

则其 Hausdorff测度满足

　　Hs (K) ≤0.589, 　s =log 34

设x ∈K . DsC(K , x ) =lim
r※0

sup
Hs (K ∩U)
 U s

称为 K 在 x 点处的上凸密度, 其中, sup 是对所

有包含 x 的满足 0< U ≤r 的凸集U 取上确界

(参见文 [ 1] ) .此外, 还有

命题 2[ 1] 　对 Hs-几乎所有 x ∈K,  DsC (K ,

x) =1

　　记 K ＊={x ∈K  DsC (K , x ) =1}, 它是

一个可测集合且 Hs(K ＊) =Hs(K ) .本文通过证

明K 的端点的上凸密度小于 1证明 K ＊≠K , 即

证明以下定理.

定理　对于 Koch 曲线 K , 其端点的上凸密

度不等于 1, 因而有
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K
＊ ={x ∈ K | DsC (K , x) =1}≠K ,

其中, s=log34.

从本文的讨论中进一步可以得到 K 的端点

处的上凸密度的一个上界, 即有以下命题 3.

命题 3　设 x 为 Koch 曲线 K 的一个端点

(即单位线段 K 0的一个端点) , 则有

 DsC (K, x ) ≤0.815 765, s =log34

2　主要结果的证明

为了讨论的需要, 定义 μ是K 上的自相似

测度, 即对任一 Borel集 E , 定义

μ( E ) =Hs( E ∩ K )/Hs (K)

以 K 0的一个端点为坐标原点, K 0所在直线为 x

轴, 建立图2所示的直角坐标系.设 G为垂直于x

轴且与K相交的直线.原点到直线 G的距离记为

g .■g 为 x 轴 、直线 G 与射线 OB 所围成的三角

形.

引理 1　μ( ■g )/ gs <1.385, 0 <g ≤1,其

中, s =log34.

证明 　根据自相似性, 只需对1/3 <g ≤1

进行证明即可.将单位线段 OA分成 27等份, 则区

间[ 1/3, 1] 被分成了 18个等距区间,用( ak , ak+1]

表示这些等距区间, 其中 0 ≤ k ≤18, 而 ak =

1/3+k/27.当 ak <g ≤ak+1时, 显然有

μ( ■g) / gs ≤μ( ■ak+1) /aks

　　通过逐一计算, 除开下面的 2种情形外, 在

g 的其它范围内均有 μ( ■g )/ gs <1.385.

( 1) 当
1
3
<g ≤

1
3
+
1
27
时,

μ( ■g )/ gs ≤
1/4 +7/64
(1/3) s

≈1.437 5

　　 ( 2) 当
1
3 +

1
27<g≤

1
3 +

2
27时,

μ( ■g )/ gs ≤
1/4+11/64
(1/3+1/27) s

≈1.477 4

　　将上述 2个区间段再各 3等分, 按照同样的

方法进行计算, 则可得到对 1/3<g ≤1, 有

μ( ■g )/ gs <1.385

　　引理 2　设μ是上述定义的自相似测度, 用

 Ds
C(μ, x) 表示 Koch 曲线 K 在点 x 处关于 μ的

上凸密度, 即

 DsC( μ, x) =lim
r※0

sup
μ(K ∩ U)
|U|s

这里, sup 是对所有包含 x 的满足 0< U ≤g

的凸集U 取上确界.如果 x 为K 0的端点, 则有

 DsC ( μ, x ) ≤1.385

证明　如图 2 所示, 由于 ∠BOA 小于 π/3,

易于看出, 对固定直径的集合, 使
H
s
(K ∩U)
 U s

达

到最大值U 的是以O 为圆心的扇形.所以在考虑

点 O 的上凸密度时, 包含点 O 的凸集仅需取以

O 为中心的扇形族即可.

用Ug 表示以 O 为中心, g 为半径的扇形,

则有 μ(Ug ) ≤μ≤■g ) .由引理 1显然有

 DsC ( μ, x ) ≤1.385

图 2　垂线 G 的位置及g 的定义

Fig.2　The lo cation of vertical line

G and definition of g

定理的证明　根据 μ的定义有

μ(K ∩ U)
|U |s

=
H
s
(K ∩ U)
H
s
(K) ·|U |s

由此便得

 DsC( μ, x ) ·Hs(K ) = DsC(K , x )

再由命题 1及引理 2便得

 DsC(K , x ) = D
s
C( μ, x ) ·H

s
(K )

<1.385 ×0.589 =0.815 765

从而得到端点 O 的上凸密度不等于 1, 因而有

{x ∈ K| DsC(K , x ) =1}≠K

3　讨　论

对于任意 s-集E (包含满足开集条件的自相

似集) , 均存在同样问题, 即判断

E0 ={x ∈ E : D
s
C( E , x ) =1}=E

或者 E 0 ≠E

这是一个非常困难的问题, 甚至对很简单的情形

至今都不清楚 E 0是否等于 E, 例如, 对如图 3所

示的三分 Cantor 集的笛卡尔积, 人们至今不知道

它的顶点的上凸密度是否为 1.
(下转第 6 页)
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Abstract:The existence of gradient Kähler_Ricci expanding solitons on C
n and signs of their section curva-

tures are studied.A type of incomplete solitons with negative sectional curvature is obtained.
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图 3　三分Cantor集的笛卡尔积

Fig.3　The Cartesian product of the middle

third Cantor set by itself
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