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摘　要:给出了双正交刻划的一个改进形式, 它是一个充要条件, 将正交情形的刻划结果作为特款包含于其中,

从而把正交与双正交情形统一起来。
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　　正交与双正交小波基的构造是小波分析的核心

问题 。按多尺度分析的框架构造小波基的一个基本

途径是从二尺度方程求解其尺度函数, 然后通过尺

度函数构造小波基。这归结为合适的滤波函数的构

造。正交与双正交小波基是 2类在实用上最重要的

小波基。从历史上看, 正交小波基的构造
[ 1]
先于双

正交小波基构造
[ 2]

。从方法上说, 二者的构造理论

基本上平行, 但双正交的情形在二尺度方程的解是

否属于 L
2
的问题上要困难得多。目前几乎所有的

专著和教材都是将正交与双正交的情形分开讨论的

(参见文 [ 3] ) 。一个自然的问题是, 正交和双正交

的情形是否可以统一处理 ?如果能将这 2种情形统

一处理, 将更加符合数学理论的精炼性和完美性的

要求 。对于小波基的正交与双正交性通过相应的滤

波函数的刻划, 文 [ 4] 分别给出了如下结果 (引

理1和引理2) 。在叙述它们之前, 先介绍一些基本

的术语和记号。

1　相关引理

本文用 N, Z
d
, R

d
, T

d
, Ed 分别表示自然数

集 、 d 维整数点集 、 d 维实数点集 、 商群 R
d
 2πZ

d

以及 [ 0, 1]
d
的顶点集 。

设函数  ,  ∈ L
2
(R

d
) , 记

Υ( ξ) :=[   ,   ] := ∑
α∈Zd
|  ( ξ+2πα) |

2

Υ( ξ) :=[   ,    ] := ∑
α∈ Z

d

|   ( ξ+2πα) |
2

　　方括号积 [   ,   ] 最早在文 [ 5] 中引入, 在那

里可以找到它的一些基本性质 。

函数  ,  ∈ L
2
( R

d
) 称为满足二尺度方程,是指

存在序列{dk},{dk}∈ l
2
( Z

d
) 使得在 L

2
( R

d
) 中成

立着:

 ( x) =2
d

∑
k ∈ Z

d

dk ( 2x -k ) ,

 ( x) =2
d

∑
k ∈Zd

dk ( 2 x -k)

　　当 Υ∈ L
∞
(R

d

) 或{dk}∈ l
1
( Z

d

) 时, 易证上

式等价于:

  ( ξ) =m0
ξ
2

  ξ
2

,

  
 

( ξ) =m0
ξ
2
  
 ξ

2
　　a.e.ξ∈ R

d

其中,

m0 ( ξ) := ∑
k ∈Zd

dke
-ikξ

,

 m 0 ( ξ) := ∑
k ∈Zd
 dke

-ikξ
∈ L

2
( T

d
)

称为相应的滤波函数 。

{ ,  } L
2
(R

d
) 称为是双正交的,如果:

〈 (·) ,  (·-k )〉 =δk ,  k ∈ Z
d

若  = , 则称{ (·-k )}k ∈Zd 是标准正交的。

关于{ (·-k )}k ∈Zd 的正交性通过滤波函数

m0 ( ξ) 来刻划 。

引理 1
[ 4]
　设   ∈ C (R

d
) , m0 ( ξ) ∈ C( T

d
) 满

足
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∑
ν∈E

d

|m0 ( ξ+πν)
2
=1,  ξ∈ T

d

m0 (πν) = m0 (πν) =δ0, ν,  ν∈ Ed

　　又设 ∏
∞

j=1
m0 ( 2

-j
ξ) 点态地收敛于   ( ξ) ( a.e.

于 R
d
) ,则  ∈ L

2
(R

d
) , 并且{ (·-k )}k ∈ Z

d 是标准

正交的当且仅当存在常数 C >0 , 使得:

Υ( ξ) ≥C　　　　a.e.ξ∈ T
d

( 1)

　　关于{ ,  }的双正交性通过滤波函数{m 0 ( ξ) ,

 m0 ( ξ)}为来刻划 。

引理 2
[ 1]
　设  ,   

 
∈ L

2
( R

d

) ∩ C(R
d

) , m 0 ( ξ) ,

 m0 ( ξ) ∈ C ( T
d
) 满足

∑
ν∈E

d

 m 0 ( ξ+πν)  m0 ( ξ+πν) =1,  ξ∈ T
d
=

m0 (πν) = m0 (πν) =δ0, v ,  ν∈ Ed

　　又设 ∏
∞

j=1
m 0 ( 2

-j
ξ) , ∏

∞

j=1
 m0 ( 2

-j
ξ) 分别点态

地收敛于  ( ξ) 与  ( ξ) ( a.e.于 R
d
) ,如果存在常数

C >0使得

Υ( ξ) ≥C, Υ( ξ) ≥C, 　　a.e.ξ∈ T
d

( 2)

则{ ,  }是双正交的,反之,当也有

Υ( ξ) ≤C, Υ( ξ) ≤C, 　　a.e.ξ∈ T
d

( 3)

时, ( 2) 式还是{ ,  }双正交的必要条件 。

本文对引理 2给出 1个改进形式, 得到{ ,  }

双正交的 1个充要条件而无须附加条件式 ( 3) , 并

且包含引理1做为其 1个特款。

2　尺度函数双正交性的一个充要条件

定理 1 　设   ,   
 

∈ C (R
d
) , m0 ( ξ) ,  m 0 ( ξ) ∈

C ( T
d
) 满足

∑
ν∈ E

d

 m0 ( ξ+πν)  m 0 ( ξ+πν) =1,  ξ∈ T
d

m0 (πν) =  m0 (πν) =ν0, ν, 　　 ν∈ Ed

　　又设 ∏
∞

j=1
m 0 ( 2

-j
ξ) , ∏

∞

j=1
 m0 ( 2

-j
ξ) 分别点态

地收敛于  ( ξ) 与  
 

( ξ) ( a.e.于 R
d

) , 那么,

( 1) 若存在常数 B>0, 使得算子:

|S |f ( ξ) :=

∑
ν∈E

d

m0
ξ
2 +πν m 0 (

ξ
2 +πν) f

ξ
2 +πν

满足|S |
n
1( ξ) ≤B , a.e.ξ∈ T

d
(  n ∈ N) ,则

    
 
∈ L

1
( R

d
) 。

( 2) 若  ,  
 
∈ L

2
(R

d
) ,则{ ,  }双正交当且仅

当存在常数 C >0 , 使得

Υ( ξ) Υ( ξ) ≥C, a.e.ξ∈ T
d

( 4)

　　证明　对 n作归纳法可以证明

(|S |
n

1) ( ξ) =∑
ν∈E

d

|  n ( ξ+2πν)   n ·

     n ( ξ+2πν) |, a.e.ξ∈ T
d

其中

  n ( ξ) := ∏
n

j=1
m0 ( 2

-j

ξ) χ2
n
T
d ( ξ) ( 5)

  
 

n ( ξ) := ∏
n

j=1
 m 0 ( 2

-j
ξ) χ2n Td ( ξ) ( 6)

于是

∫T
d
(|S |

n
1) ( ξ) dξ=∫R

d
(|  n ( ξ)   n ( ξ) |dξ

从而

∫Rd
|  n ( ξ)  

 
n ( ξ) |dξ≤B( 2π)

d

　　利用Fatou引理并注意到

  
 

n ( ξ)  n ( ξ) →  
 

( ξ)   ( ξ) 　a.e.ξ∈ R
d
　( n→∞)

得

∫R
d
|  n ( ξ)  

 
n ( ξ) |dξ≤B( 2π)

d

所以 ( 1) 式得证。

关于 ( 2) 式, 对文 [ 4] 中关于引理 2的证明

进行修改即可 。事实上, 在那里已证明{Υ( 2
-n
ξ)

·|  n|
2
}是一致可积的,即  ε>0,  δ>0及有限

测度集 K  R
d
使得

∫e ∪ ( R
d  K)

|  n|
2
dξ<ε

 e  R
d
, |e|<δ成立。

同理{Υ( 2
-n
ξ) |  

 
n |

2
}一致可积。由 Cauchy_

Schwartz不等式知{ Υ( 2
-n
ξ) Υ( 2

-n
ξ) |  n  

 
n |}一

致可积,于是若条件( 4) 成立,则推出{|  n  n|}一致

可积。又{  n  
 
n}点态地收敛到{    

 
}。利用 Egoroff定

理与积分的绝对连续性容易证明

‖  n  
 
n -    

 
}‖L

1
( R

d
) →0　　( n→∞)

但 (见文 [ 4] ) :

1
2π

d

∫R
d
  ( ξ)  

 
n ( ξ) e

-i kξ
dξ=δ0, k 　(  k ∈ Z

d
)

令 n→∞立得
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∫R
d ( x)  ( x -k) dx =

1
2π

d

∫R
d
 ( ξ)  ( ξ) e

-ikξ
dξ=δ0, k 　 k ∈ Z

d

即〈 (·) ,  (·-k) 〉 =δ0, k (  k ∈ Z
d
) 。这就是{ ,

 }双正交。

必要性的证明更容易,因{ ,  }双正交蕴含

∑
α∈Zd

  ( ξ+2πα)  
 

( ξ+2πα) =1　　a.e.

于是

Υ( ξ) Υξ) ≥

∑α∈Z
  ( ξ+2πα)   ( ξ+2πα) =1, a.e.

证毕 。

在标准正交情形, 有  = ,  m0 =m0 , 此时

引理 1的条件足以保证定理的条件成立, 这只须注

意到 (|S|
n

1) ( ξ) ≡1(  n ∈ N) 即可明白。这种

情形下引理1是定理的1个特款 。

在双正交情形, 定理 1之 ( 2) 是一个充要条

件, 由它可以立即推出引理 2。引理 2的必要性部

分还需附加条件 ( 3) 。而定理 1中去掉了这个条

件, 所给出的双正交条件显然比引理 2所给出的更

为本质。

这样, 关于尺度函数的正交与双正交性通过其

滤波函数的刻划, 定理 1作了统一的处理, 使得正

交情形是它的特款。而在文 [ 4] 中, 正交和双正

交是分开处理的。定理 1 的这种统一处理使得文

[ 4] 中关于正交和双正交的其它后续结果也能用统

一的方式给出, 比如正交和双正交的 Cohen条件刻

划 ( [ 4, p81;p129] ) 可以统一地述说成以下定理

2。

定理 2 　设   ,   
 
∈ C(R

d
) ∩ L

2
(R

d
) , m0 ( ξ) ,

 m 0 ( ξ) ∈ C(R
d
) 满足上述定理 1的条件, |F|( ξ)

:=[|  |, |  |] 连续, 则{ ,  }双正交当且仅当

 m 0 m0满足 Cohen条件, 即存在 1个与 T
d
同余的紧

集K ,以 0为内点, 使得

inf
ξ∈K , j ∈N

| m0 ( 2
-j
ξ) m0 ( 2

-j
ξ) |>0

　　证明只需结合定理 1对文 [ 4] 的相关部分作

修改即得, 此不赘述 。

令   = ,  m0 =m0 , 即得到标准正交情形的

结果。
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A Sufficient and Necessary Condition for Biorthogonal Scaling Functions
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Abstract:In the theroy of multiscale analysis, orthogonality and biorthogonality of wavelets can be characterized by their

corresponding filting funcitons.An improvement of the characterization for biorthogonality, which is an sufficient and

necessary condition and valid for both orthogonality and biorthogonality, is obtained.
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