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摘 要 : 对计算极限环的摄动一增量法作了改进
,

解的表达形式更一般化
,

更适合一般平面动力系统极

限环及其分叉的计算
.

该方法的特点是用有限 oF iur
e :

级数给出极限环的近似表达式
,

把微分方程化为线性

增量方程
,

应用谐波平衡法建立 oF iur er 系数的线性代数方程组
,

再用迭代法求解
,

计算方法直观
、

简单
,

求出了以前原方法难于计算的二次系统的 4 个极限环
,

也求出了其具有争议的算例的极限环的个数
.

算例

表明该方法是有效的
.

求出了改进前的摄动
一

增量法所不能求出的极限环
.
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平面动力系统极限环的个数及其分布在理论

和应用上都是重要而又非常困难的问题
.

100 多

年来人们对此进行了许多研究并取得了一些重要

成果
,

但对于给定的具体系统如何计算极限环的

个数及其分布则缺乏有效的计算方法
.

近年来
,

ch an 等 〔’
,

2 ]提出了一种新方法
,

称为摄动一增量

法
,

应用于非线性振动系统的极限环
,

同 (异 )宿轨

线和的计算
,

也被推广应用于半稳定极限环和一

类平面微分方程极限环 的计算〔’
,

4 」
,

都取得了很

好的效果
.

它与常用的数值方法— uR
n
ge

一

uK att

法不同的是
,

不但可以计算稳定或不稳定的极 限

环
,

而且可以计算半稳定极限环并给出极限环的

表达式
.

这种新方法兼有分析法和数值法的优点
,

不足之处是极限环的表达式较藤殊
,

还不够普遍
,

不适用于一般的动力系统
.

对某些特殊的算例还

求不出其全部的极 限环
.

本文把极限环 的表达式

加以改进使能推广应用于下列系统

1 极限环的新表达式及其计算

在方程 ( l) 中假设当 几任 ( o
,

面」时原点外围

存在极限环
,

到0)
=

f (0
,

o
,

产 )
二 h (0

,

o
,

产 )
二 0

,

即原点为平衡点
.

作非线性时间变换

沪 = 中 ( 沪 ) ( 2 )

其中
,

沪是新时间
,

中 (沪) 为 沪的 2 7r
周期函数

,

在

切域内极限环亦是 沪的 2二 周期函数
.

6 0 +

C O +

a * e o s k甲 + b* s i n 几甲 ) ( 3 )

(
e ; C o s

k沪 + 峨 s i n

中 二 P o + P * c o s k沪 + g * s i n

无势 ) ( 4 )

娜 ) ( 5 )

、J-,J-一、尹ù之一、
产

-之一,-之、̀人

( l )
y =

y +

af(
二 ,

y
,

川
一 g (

x
) + 久h (

: ,

少
,

产 )

其中
,

f
,

g 和 h 为其变元的多项式函数
,

久和产 为

实参数
.

常见的非线性振动方程
* + g (

:
)
二
衫 (

x ,
*

,

产 )

和二次系统
戈 二 a l 二 + a Z少 + a 3二 2 + a 4

叮 + a s ) 2 ,

夕 =
月

l x + 几少 + 月
3 x 2 + 风翔 + 凡少

2

此外
,

还假设

了( 0 )
= o ( 6 )

x
(0 )

= y ( 7 )

即极限环当 沪 二 0 时通过
二
轴上一点 ( y

,

0)
.

本方

法与文【1 一 4〕主要不同之处是式 ( 3)
,

以往
x
的

表达式为
二 = a 。 + a l co s 沪

.

显然
,

这里的表达式

更有一般性
,

因而它可以用来表示更一般系统的

极限环 ;而文【1一 4] 主要用于 U如adr 方程极限环

的计算
,

一般平面动力系统则不一定可以计算
.

所

以本文方法的应用范围较广
.

应用 ( 2) 式方程 ( l)

可改写为

都可以化为方程 ( 1) 的形式
.

,

韶
= , · 、 (

· ,

,
,

。 )

,

韶
二 一 g `· , · 、 “ (·

,

,
,

。 )
( 8 )

`
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极限环的计算分 2 步进行
.

第 1 步假设 几为

小参数
,

当 久二 0 时其近似解为
x 。 ,

y 。
和 中。 ,

对应

产 = 产。 (将在下一节说明它的解法 )
.

第 2 步假设 入

不是小参数
,

则可用增量法求解
.

现给 几小增量

△久
,

那么相应有 △二 ,

△y
,

△。 和 △产
.

令

久 二 几。 十 △久
, x = x o 十 △ x ,

y = y 。 + △y
,

中 = 中。 + △中
,

产 = 产。 + △产

代人方程 ( 6)
一

( 8 )
,

略去高阶项后便得增量方程

丛如尔

中 0

△中

瓮
一 “ △·

(
黔

。 一 △ , 一 “ △ , (
黔

。 ·

一 “ △。 (

纂
)0

二 一

甄韶
· y0 ·

af0

霎,
。 一 “ △· `鬓,

。 · , 。

豁
-

`
划郭

· △ ,

韶
一 “
喇熟

二

、、卢尹忆、
2、

!
产

0
J1.

2
曰.1J.1曰1.Z、̀了`̀、

r
、

` d y o

一 中。
亏艺

竺 一 g。 + 几h。
一 a沪 一

△少 ( 0 )
= 一 了。 ( 0 )

△ x
( 0 )

= 一 x o
( 0 ) + y o

其中
,

( )。 表示 函数在
: 。 ,

y。
,

中。和 产。
取值

,

7 。 二

句 (0 )
.

由式 ( 3) 一
( 5) 可得 △ x ,

△y 和 △中 的近似

表达式

、 .少
苦

、 . J尹

沪卯
,
几̀

i

陷△二 二 △a 。 +

名 (△
a * C 。 , 、甲 + △。* s i n

饭
△y 二 △ c0

△巾 。 △P o

十

艺 (△
e * C。 , 、沪 十 △dk

s i n

爪 3 (

+

艺 (△p * C。 , 、沪 + △q、 5 1。 *沪 )
k二 l

( 13 )

只要适当选取 m l ,

m : 和 m 3
,

上式就可满足所需

的精度
.

把 ( 13 )式代人式 ( 9) 一
( 12)

,

应用谐波平

衡法可得 △a o ,

△ a 、
,

△b* ,

△ e 。 ,

△e * ,

△d * ,

△p o
,

△户*
,

△q、 和 △产 的线性代数方程组

爪 -

△气
,

…
,

仰
k

,

△qk
,

和 △产后可得 △: ,

△y 和 △中
,

用

x = x0 十 △ x ,

y = y0 + △y
,

中 二 中。 + △中
,

产 =

产
。

+ △产 作为新的
x o ,

y。
,

中。
和 产。

,

从头再算
.

当

R
。

小于预先给定的误差时 (本文的算例误差为

10
一 “

)
,

迭代结束
,

这就是常用的迭代法
.

此时得到

对应于 7 。和 入 = △几的解
: ,

y
,

中 和产
.

暂时固定
y = y 。 而变动 几

,

经 N 次增量后 久 二 N △久
,

当 N

达到适当值时
,

入将达到所需的值瓜然后固定 入

二 久
,

而变动 y 。 ,

即用 y l
代替 y 。 ,

重复上述计算过

程
.

如此不断变动 y 。 ,

了。 < y l < … < 人
,

结果可

得对应 几 = 久 的 x]
,

yj
,

鸣和 的
,

j
= 0

,

1
,

2
,

…
,

k
.

我们关心的是巧与 yj 的关系
,

即巧
=

万( y, )
.

这样

就可以作出产
二

万( y) 的曲线
.

根据给定参数值 #

与曲线万( y) 的交点个数
,

就可以确定极限环的

个数
.

产 (幻 的局部极大极小值处
,

极限环个数出

现分叉
.

如果没有万(川 曲线
,

给定参数 产 的值去计

算方程 ( 8) 的极限环
,

则 x( 0)
二 y 不能事先确定

.

因此
,

方程 ( 7 ) 应删去
,

此外由于 产 给定
,

△产 二 .0

于是方程组 (9 )
一 ( 12) 减少 1个未知数 △产 和减

少方程 ( 12 )
,

相应的线性代数方程 ( 14) 应去掉第

4 M + 4个方程和去掉未知量△产
.

按上述迭代方法

当 入达到所需要的值无时
,

求得的
: ,

y 和 中 便是

对应于给定 产 和几 二
工的极限环

.

2 当 几、 o 时
,

极限环的近似解

现在回到方程 ( 8)
,

当 几 、 0 时
,

求极限环的

近似解
.

由方程 ( 8) 第 1个方程解出 y 并代入第 2

个方程
,

则方程 ( 8) 化为

,

韶
。

品
` ,

允
’ -

= y + 丫 ( 15 )

*中 军
d沪

参考文【2〕
,

可以简单地令
: 二

二 一 g + 从 ( 16 )

a 。 + a ,。 os 沪
,

在方
注

。 ,

。△a 。 +

艺 ( 注
。 ,

; △a 、 + 丑
。 ,

* △。*
) +

程 ( 16 )两边乘以 dx d/ 甲 = 一 a l is n 沪
,

然后积分得

e 。 ,

。△c 。 十
乙 (

。 。
,

、△。 * + 口
。

,

*△J * ) + ,
。 ,。△ , 。

*
却

、 + Q
n , *△g 、

) + 认
;△召 二 尺

。

( 。
s i n 沪 )

2
龙

-

几中八i n 甲 立
0 1 0 1

( 14 )
n = 1

,

2…
,

4 M + 4
,

M =
( m ; + m : + m 3

) 2/

先计算方程 ( 8) 的参数 产 与极限环的
:
轴截

距 7 的关系曲线产
二

万( y)
.

由方程 ( 14) 解出△a 。 ,

尸

、名曰
+

式中

V (
x

)

在方程 ( 17) 中分别令

=

{
`

; (
“

) d u

“ 0

沪 二 二 和 2 7t 得
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y (
a , + a 。

)
一 V (

一 a l + a 。
)

+

、 。 l

{至洋毯黔
一

且
一 、 S i n * ld * 二 0 “ 8 ,

’

J O ` a甲

和

丁:
`

严黯回
一 “ S̀ · 沪

]师
= o “ 9 ,

因为 几 二 0
,

于是由 ( 15 )
,

( 17 )
,

( 18 ) 和 ( 19 )

式
,

求得极限环的近似解为

.4 g xy
一 10 尹

,

g = 二 一 : 2 ,

因而 v (
:

)
= : 2

2/
-

x 3 / 3
.

当 几 、 0 时
,

由方程 ( 19 )
,

( 2 1 ) 和 ( 22 ) 得

a 。 =

( l 一

护正再
.

雨3)几

甄 (沪 )
=

( l 一 Z a o 一 Z a 一e o s 甲乃 ) l2/

I , = 一 4
.

可了
几

M
。 = I , / 12

(
a l e o s 甲 + a 。

)中
。 s inZ 甲d甲

中 i0s 矛沪d沪 ( 25 )

户

!
“

一一
x o = a o + a 一e o s 势

,

为 、 一 a 一中 s i n 沪

。 。 一

{鲍
土卫书坐哩生业2}

L . 1吕川 甲 J

V (
a l + a o

)
一 V (

一 a , + a o
) 二 0

( 20 )

12/

( 2 1 )

( 2 2 )

由 ( 19 ) 和 (2 2) 式
,

当给定 产 时
,

可求出
a 。 , a : ,

当

给定
a :
时

,

则可以求出 产 和
a 。

.

3 算 例

作为本方法的应用
,

研究 2 个例子
.

第 1个例

与 iH lhe rt 第十六问题有关
.

例 1 对于多项式微分系统
、 =

Xn (
: ,

刃
,

夕 二 玖 (
: ,

刃
、 ’

其中
,

X,. 和 nY 为
n
次多项式

,

极限环的最大个数

nH 是多少 ?这个问题至今已 100 多年了
,

但至今连

最简单情形
,

即
n 二 2 时答案仍是未知数

.

在 19 67

年以前
,

人们相信 H ( 2)
= 3

,

但 197 9 年史松龄 5[J

证明 H ( 2) 全 4
,

这是一个突破
,

其例子如下
:

无 = 产x 一 y 一 10 二 2 +
( 5 + 占 ) xy

+ 少2

夕 = 二 + : 2 + (
一 2 5 + 8 。 一 9占)卿 ( 2 3 )

当 产 二 一 10
一

姗
, 。 二 一 or

一刃
,

占 二 一 or
一 ’ “
或 产 二

一 10
一

期
,

s 。 = 一 10
一

52 ,

占 = 一 10
一 ’ 3
时

,

方程 ( 2 3 )在

原点外围有 3 个极限环
,

在平衡点 ( 0
,

1 )外围有 1

个极限环
,

即总共至少有 4 个极限环
.

至于是否有

多于 4 个极限环
,

则不知道
.

这个例子虽然证明了

存在 4 个极 限环
,

但至今求不出它的解
.

最近文

〔6
,

7] 应用 ib fu 二 at io n

acP k哪 A U T 0 97 求得方程

( 23 )的极限环分叉图并作出了极限环相图
.

本文

将进一步给出这些极限环的近似表达式
.

令
x

~

y
,

y ~
x ,

则方程 ( 23 )可改写成
` 二 ) + 入仁( 二 25 + , )砂 + , 2

]

夕 = 一 : + x Z + 久 [产y + ( 5 + 占)砂 一 o y Z
]

( 24 )

其中
,

0 < 又 ` 1
.

可以先给定 , 和占
,

然后作参数

曲线 产 =

万(川
.

为了和文 [ 7〕比较
,

令 专 = 0
.

找和

占 二 一 0
.

1
.

现在本例 f
= 一

24
.

2 xy
+

尹
,

h 二
洲

十

令
a . 二

.0 00 1
,

则由上式求得
a 。 = 1

.

2 x 10
一 ’ 5 ,

产。 二 一 2 x 10
一 7 ,

y。 二 。 。 + a :
.

于是由 ( 2 0 )和 ( 2 1 )

式可得 几二 0时极限环的近似解
.

取 △几 = 0
.

1
,

然

后按第 2 节所述的迭代法
,

当达到精度后
,

再给 人

增量 △几
,

继续同样的迭代过程
,

一直到 几 二 1
.

然

后固定 几 二 l
,

而变动 y 。
为 y 二 不断进行上述迭代

过程
,

就得一串 产 ( 人 )
,

由此可作出 几 = l 时的曲

线 产 = 产〔y)
,

如图 l 所示
.

当 了 = 0
.

0 16 时有极小

值 产 m i。 、 一 0
.

53 x or 一 ;当 了 二 0
.

02 6 时有极大值

产~ 二 1
.

45
x or

一 ,
.

结果与文「6」完全相同
.

从图 1

可以看出
,

当
一 0

.

53 x 10
一 5 < 产 < 0时

,

方程 ( 24 )

有 3个极限环包围原点
.

而当。 < 产 < 0
.

02 6时
,

方

程 ( 24 )有 2个极限环
.

取 产 = 一 0
.

274
K 10

一 5 ,

求得

极限环相图如图 2所示
,

本文用四阶 Run ge
一

uK att

方法作过 比较
,

两者完全吻合
.

第 4 个极限环的近

似表达式尚难以计算
,

图 3 是用四阶 uR gen
一

uK t
-

at 方法所得的结果
.

…
.

1卜
.leseseses卜. l

l
eseses

lL
esl.,Leeee
.es
lesl.,.L

,̀
]n曰-2

怜
O一.找

0 0 0 5 0
,

0 10 0 0 15 0 0 20 0 0 2 5 0
.

0 3 0

图 l 方程 ( 24 )极限环的振幅
二

( 0) 随参数 产 的变化

iF g
.

l 为
n p lit

due
x

(o ) of 11而 t C
邓 les of

e
qU

a t i on (24 )
v e o u s

aP
r印m e te r 产

,

fOr 几二 l
,

甲= 0
.

8 an d 占= 一 0
.

1

值得指出的是
,

改进前的摄动一增量法是求
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一一一
火火全全

___
_ _

一一 /
///

当 几 二 0时
,

由方程 ( 19 )
,

( 2 1) 和 ( 2 2 ) 得

6 0

中。
( 沪)

(
一 1 +

丫l 一 4 a

子/ 3 )龙

〔l + Z a 。 + ( Z a l e o s 沪)乃」` 2/ ( 2 5 )

060204
nU00

产O 二

·
0

.

0 2

月

「2“ ,

, l 二 一 峥 l 、 a I c o s
以 0

1 1 / 几

甲 + a 。
) ②o s inZ 沪d沪

·

0
.

0 4
厂寿

12 二

!
_

中。 5 1丫沪d沪
` U

一

0
.

0 5

X

图 2 方程 (24 ) 包围原点 (0
,

0) 的极限环

iF g
.

2

几= l

U而 t e y e le s

am
u n d ( 0

,

o ) for
e
叫

a t io n

(24 ) iw t h

,

夕= .0 8
,

占二 一 0
.

1 a dn 产 = 一 0
.

274 x 10
“ 5

令
。 ; 二 0

.

05
,

代人上式可得
a 。 二 一 8

.

5 、 10
一 4 ,

内
二 0

.

以犯4
,

按例 1的计算步骤
,

先增量 久
,

当 几 二 1

时
,

变动 y。 为 人 = y0 十 0
.

02 无
,

k 二 1
,

2
, ·

… 由此

作出 久 二 1时的曲线 群 二

万(川如图 4所示
.

从图

4 可以看出
,

当 y 二 二
( 0) 二 0

.

9 时
,

万(川 有一个

极大值产 二 产
’
。 0

.

02 0 8 39
,

然后极平缓地下降
.

由此可见当 产 > 产
’

时没有极限环
,

当 产 < 产
`

时
,

给定 产值与曲线万(幻 最多有 2 个交点
,

即方

程 ( 27 ) 最多有 2 个极限环
.

而在方程 ( 2 6) 中
,

当
a

二 0
.

25
,

d == 一 3
.

899
,

l 二 0
.

9 8时
,

产 二 d + l / a =

0
.

02 1 > 产
’ .

即此时方程 ( 2 7) 没有极限环
.

因

此
,

本卿勺结论与文 【7 〕 一致
,

方程 ( 27 ) 最

多有 2个极限环
.

0
.

02 5

ō eeeel|lwese|we,

l
口

…
月

/
-

一
-

- -

一
\

\ \月/
/

一

20
1

节
se se se

一而
-

、 -、 一~
_ _ -一

0
.

0 2 0

ù、一
0

...且..且ó日nU

图 3 方程 ( 24 ) 包围点 ( 1
,

0) 的极限环

iF g
.

3 “ 而 t e ye le

~
d ( l

,

0 ) fol
e q u a t io n

(科 ) 州
th

几 = 1
,

专= .0 8
,

占二 一
0

.

1 an d 产
二 一 .0 2 7 4 火 10

一 5

0
.

0 0 5

不出本例的 3 个极限环的
.

正因为如此
,

我们才

对摄动一增量法提出改进
,

尽管这个方法能求出

其它算例的极限环
.

例 2

, 二 一 y + ( d + l/ a
)

: 十 xl Z +

娜
一

尹
夕 二 ! + 。 2

( 2 6 )

文 [ 8〕指出
,

当
a = 0

.

2 5
,

d = 一 3
.

89 9
,

l = 0
.

9 8
,

m = 4 时
,

这个方程在原点外围有 3 个极限环
,

而

文【7」则指出方程 ( 26 )最多只有 2个极限环
.

现用

本文方法来研究
.

令
:

~ y
,

y ~
二 ,

产 二 d + l/ a ,

把方程 ( 26 ) 改写为

图 4 方程 (27) 极限环的振幅
:

(0) 随 产的变化

iF g
.

4 nAJ lP iut ds x
( o )

o f l im it
e y e le s of

e
明at i

o n

( 27 )
v e sr us aP

r印的 e et r 产
,

fo : 几 = l

无 = 少 + 0
.

2 5几少2

夕 = 一 二 一 : 2 + 几(产y

其中
,

0 < 久 ` 1
.

本例 f
=

+ 4邓 + 0
.

9 5 , 2 ) ( 27 )

0
.

2 5 ) 2 ,

h =

洲 + 4翔
+ 0

.

9 5少2 ,

g 二 : + : 2 ,

因而 y (
:

)
= 二 2

忍 + : ,乃
.

4 结 论

改进后的摄动一增量法更适用于一般平面动

力系统的极限环计算
,

更容易求出参数曲线方程

月 (了 )
,

并由此求出参数的不同值对应的极限环

个数
,

同时可作出极限环 的相图及其近似表达

式
.

本文 2 个算例
,

一个求出
、

改进了前原方法

难以计算的二次系统的 4 个极限环
,

另一个例子

给出了某具有争议的算例的结果
,

这说明本方法
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的功效
.

它是与 R un ge
一

Ku att 方法不同的另一种

计算极限环的有效方法
.
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