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摘　要:在 Cn 上找到了所有 (包括不完备) 的旋转对称的梯度型扩张孤立子, 并对这些孤立子的截面曲

率符号进行了研究, 得到了一类截面曲率为负的不完备的扩张孤立子.
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　　曹怀东于 1997年在 C
n 上找到了一族完备

的旋转对称的梯度型扩张孤立子, 本文在曹的工

作的基础上继续深入研究.

设 M
n 为一n 维完备凯勒流形, 则 M

n 上的

凯勒—黎兹流为

 
 t
 ij =-R ij

　　若上方程的关于 t≥0的解 ij ( t )沿着一单参

数双同态族流动,且同时发生了扩张, 则称  ij ( t )

为凯勒 —黎兹扩张孤立子.若取此双同态族为一

全纯向量场 V= ( V
i
) 时, 本文得到一扩张孤立

子满足

Vi , j +Vj , i =R ij +ij

特别地, 取 V = ƒ, 其中, ƒ 是M
n 上的一实

值函数, 则 V 全纯将等价于R ij - ij=ƒ, ij和 ƒ , ij

=0.本文的主要结果是以下定理:

 n ∈Z+, Cn 上存在不完备 、 旋转对称的

梯度型凯勒 —黎兹扩张孤立子, 且此类孤立子的

截面曲率必恒为负.

最后, 还研究这种孤立子的一些性质.

1　Cn 上的梯度型扩张孤立子

首先, 留意到度量是否满足凯勒条件依赖于

凯勒位势 Υ=Υ( z,  z ) 是否存在,其中, Υ为一局

部定义,不依赖局部坐标( z,  z) , 不惟一的光滑实

值函数, 且满足

 ij ( z,  z) = i  jΥ( z , z)

其次, 参看文 [ 1] , 对于 C
n 上在U( n ) 作用下

不变的凯勒度量  ijdz idz j , 凯勒位势均可表为

Υ( z , z ) =u( s) , 　s =ln|z|2

其中, u ( s) 为(-∞, +∞) 上满足下面展式的某

光滑函数,

u( s) =a 0 +a 1es +a2e2s +…, ( a 1 >0) ( 1)

反过来, 对某一函数 u( s) , 当且仅当满足条件

(1) 和下式( 2) 时, 它将可在 C
n 上生成一个正定

的凯勒度量(当然在 U( n ) 作用下是不变的) ,

u′( s) >0, u″( s) >0,

 s ∈ (-∞, +∞) ( 2)

显然, 对任意的光滑函数 u ( s) , s =ln|z |2, 都

有

ij ( s) = i  ju ( s) =e
-s
u′( s)δij +

e-2s z iz j ( u″( s) -u′( s) ) ( 3)

 ij( s) =
eδij

u′( s)
+

zi z j
1

u″( s)
-

1
u′( s)

( 4)

而对于 C
n 上的旋转对称度量  ij , 有

det(  ij ) ( s) =det(  ij ) ( e
s
2, 0, …, 0) =

det

e-su″( s) 0 … 0

0 e-su′( s) … 0

…

0 0 … e-su′( s)

=

e-nsu′( s) n-1u″( s)

令

ƒ( s) =-ln det(  ij ) ( s) =

ns -( n -1) ln u′( s) -ln u″( s) ( 5)

则 R ij + ij = i j ( ƒ +u )

由式 (4) , f+u 的梯度向量场V满足,
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V
i = ije-szj ( f′+u′) =z i

f′( s) +u′( s)
u″( s)

于是 V全纯等价于

f′( s) +u′( s) =C1u″( s) (6)

其中, C1≠0为某常数.

由 (5) 式, 有

f′( s) =n -( n -1)
u″( s)
u′( s)

-
u ( s)
u″( s)

代入方程 ( 6) , 并记 φ=u′, 得

φ″
φ′
+ n -1

φ
+C1 φ′=n +φ

因为 lim
s※-∞

φ( s) = lim
s※-∞

φ′( s) =0,可求得上常微分

方程的解为

φ′= φ
C1
+
(-1) n (1-C1) n !

C
n+1
1 φ

n-1 ·

∑
n-1

k =0

(-1) kCk1
k !

· φk -e-C1φ (7)

记 Χ=-C1φ, 上式可化为

C1 Χ′= Χ+
( C1 -1) n !
Χn-1

e Χ-∑
n-1

k =0

Χk

k !

或等价地

C1 Χ′= Χ+( C1 -1) n !∑
∞

k =n

Χk+1-n

k !
(8)

利用下文引理 3, 常微分方程 ( 8) 的解满足下

列条件:

( 1) 当 C1>1时, 因为

lim
Χ※-∞∑

∞

k=n

Χk+1-n

k !
=

lim
Χ※-∞

e Χ

Χn-1
-∑

n-1

k =0

Χk+1-n

k ! =0,

lim
Χ※0∑

∞

k =n

Χk+1-n

k !
=0,

lim
Χ※+∞∑

∞

k =n

Χk+1-n

k !
=+∞

所以方程 ( 8) 必存在解 Χ, 且 Χ或为完备负

解, 或恒为零, 或存在 S ∈R 使 Χ为 ( -∞,

S ) 上正解且满足 lim
s※-∞

Χ=+∞;

( 2) 当 C1=1时, 直接可解出方程 ( 8) 的

解为

Χ=Ces =C|z |2

其中, C 为某常数, 则

 ij ( t ) =Cδij

　　 (3) 当 C1 <1且 C1 ≠0 时, 方程 ( 8) 必

存在解 Χ, 且 Χ或为完备负解, 或恒为零, 或

为完备正解, 且存在 S ∈R使 lim
s※+∞

Χ=S .

最后, 记 ρ为与  有关从零点出发的距离函

数, 则

ρ( s) =∫
s

-∞
|z( t ) |dt =∫

s

-∞
φ′( t )dt

　　由 ( 7) 式, 当 s※+∞时 φ′渐近于φ′/C1,

故 ρ渐近于 z 
1
C
1.于是联立 (2) 式, 只要选取

C1≠1, 可在 C1>0时找到某 Χ<0 时生成一完

备旋转对称的梯度型凯勒 —黎兹扩张孤立子, 在

C1<0时找到某 Χ>0生成一不完备旋转对称的

梯度型凯勒—黎兹扩张孤立子.下一节将研究这

些孤立子截面曲率的符号以完成定理 1的证明.

2　截面曲率的符号

首先, 任取两 (实) 切矢量 X=Re vi i , Y

=Re w i i , 满足‖X ∧ Y ‖ ≠0, 则 X 和Y 张成

的截面曲率为

‖X ∧ Y ‖-2R ijk l ( viw j -wiv j ) ( wkv l -ukw l )

所以上节得到的孤立子  ij-( t ) 的截面曲率的符号

依赖于

R ij-k l ( v
i
w
 j -wiv j ) ·( wkv l -vkw l )

的符号, 其中 ( v
i
) 与( wi ) 取遍所有满足 ‖X ∧

Y ‖ ≠0的组合.不失一般性,不妨设

v
i =0 for i ≥2, w i =0 for i ≥3

由  ij-( t ) 的旋转对称性,只需在点 P =( z1, 0, …,

0) 上求曲率.直接运算后可得(可参考文[ 2] ) ,

R ijk l ( v
i
w
 j -wiv j ) ( wkv l -vkw l ) =

e-2s

φ″2

φ′
-φ v

1
w
1--w1

v
1- 2 +

φ′2

φ-φ″ v
1
w
2 2

, for z 1 ≠0

和 R ijk l =e-2s( φ-φ′) · (δijδk l +δilδjk ) ,

fo r z1 ≠0.

由 Χ的定义,易见  ij-( t ) 的截面曲率的符号依赖

于

1
λ
( Χ′-Χ) , 1

λ
( Χ″-Χ′

2

Χ
) ,
1
λ
( Χ -Χ″

2

Χ′
)

的符号.再利用下面的引理 3, 可知当 C1 >1或

0 <C1 <1时, 方程( 8) 的一解 Χ<0可生成一

截面曲率恒正或恒负的 、完备的 、旋转对称的梯度

型凯勒 —黎兹扩张孤立子;当C1 <0时, 方程( 8)

的一解 Χ>0可生成一截面曲率恒负的,不完备

的,旋转对称的梯度型凯勒 —黎兹扩张孤立子.

由此,本文主要定理得证.

现在, 为了完成证明, 介绍下面 2个引理.
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引理 2　 m ∈ Z+,令 f :R ※R满足

f (0) = f′( 0) =… = f (m-1) (0) =0

且  k ∈ Z-s.t.
f
(m )
( x )

x
k >0

则对任意 x ∈ R,有
f ( x )
x
m+k >0.

证明 　因为
f
( m )
( x )

x
k > 0 及 ( xm+k) ( m ) =

( m +k ) !
k !

· xk ,所以 f
( m-1) 和( xm+k) ( m-1) 增减性

一致, 又由 f
( m-1)

( 0) = ( xm+k ) ( m-1) (0) =0 和

( x
m+k

)
( m-1) 在 R

+ 和 R
- 中符 号不 变, 得

f
( m-1)

(0)
( x

m+k
)
( m-1) >0;因此 f

( m-2) 和( xm+k) ( m-2) 的增

减性也一致,再由 f
( m-2)

(0) =( xm+k) ( m-2)( 0) =

0 和 ( xm+k ) ( m-2) 在 R
+和 R

-中符号不变, 得

f
( m-2)

( x
m+k

)
( m-2) >0;…;如此类推, 结论得证.

注记 1　特别地, 取 fm( x ) =∑
∞

i =m

x
i

i !
, 则 f′m

=fm-1,故 fm
( m)
( x ) =f 0( x ) =e x >0满足条件,

可推出∑
∞

i=m

x
i-m

i ! >0;

注记 2　特别地, 取

fm( x) = ∑
∞

i=m+1

( i -m) xi

i !

则 f′m =fm-1, 故

f
( m )
m ( x)

x
=
f 0( x )

x
=
xe x

x
=e x >0

满足条件, 可推出

∑
∞

i=m+1

( i -m) xi-m-1

i !
>0

　　注记 3　特别地, 取

fm( x) = ∑
∞

k=m+1

( k +1-m) ( k -m) Χk

k !

则 f′m =fm-1,故

fm
( m-1)

( x )

x
2 =

f 1( x )

x
2 = x

2e x

x
2 =e

x >0

满足条件, 可推出

∑
∞

k =m+1

( k +1-m) ( k -m) Χk-m-1

k !
>0

　　引理 3　设 Χ≠0为方程(8) 满足初始条件

lim
s※-∞

Χ′( s) = lim
s※-∞

Χ( s) =0

的解, 且当 C1 <0时 Χ>0,当 0 <C1 <1时

Χ<0.则任取 s ∈ (-∞, +∞) ,
Χ′
Χ
>0,及 Χ′

-Χ, Χ″-
Χ′2

Χ
, Χ -

Χ″2

Χ′
与
C1 -1
C1

符号一致.

证明　当 Χ≠0时, 方程 ( 8) 等价于

C1 Χ′
Χ

=1+( C1 -1) n !∑
∞

k =n

Χk-n

k !
( 9)

故由上面的注记 1, 有

　　(1) 当 C1 ≥1时, 立有
Χ′
Χ
>0;

　　(2) 当 C1 <1时,因为lim
Χ※0

Χ′
Χ
=1,及初始条

件

lim
s※-∞

Χ′( s) = lim
s※-∞

Χ( s) =0

所以在 R上 Χ<0, 或 Χ>0且存在 S ∈ R, 使

lim
s※-∞

Χ( s) =S .

1) 若 Χ<0且 0 <C1 <1, 因为

∑
∞

k=n

Χk-n

k !
= 1
n !
+ ∑

∞

k =n+1

Χk-n

k !

及 ∑
∞

k=n+1

Χk-n ( s0)
k !

<0

得 0 <∑
∞

k=n

Χk-n ( s0)
k !

<
1
n !

所以 1 >
C1Χ′
Χ

>C1,即
Χ′
Χ
>1;

2) 若 Χ>0且 C1 <0,由式(1) ,得

Χ′
Χ
=

1
C1
+(1 -

1
C1
) n !∑

∞

k=n

Χk-n

k !
>1

再利用方程 ( 8) , 可验证下列式子:

Χ′-Χ=
( C1 -1) n !

C1 ∑
∞

k =n+1

Χk+1-n

k !

Χ″-
Χ′2

Χ
=
( C1 -1) n !

C1
Χ′∑

∞

k=n+1

( k -n ) Χk-n

k !

Χ -Χ″
2

Χ′
=
( C1 -1) n !

C1
Χ′2 ·

∑
∞

k=n+1

( k +1-n) ( k -n ) Χk-n-1

k !

于是利用引理 2的注记及
Χ′
Χ
>0, 引理得证.
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图 3　三分Cantor集的笛卡尔积

Fig.3　The Cartesian product of the middle

third Cantor set by itself
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