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摘　要:以弹性力学平面问题为例阐述变分差分方程的建立方法 、 求解过程, 介绍变分差分法在固体力

学各领域中的应用.实例分析表明:变分差分方法对复杂区域具有较强的适应性和较高的求解精度.
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　　变分差分法 (又称能量差分法) 是利用变分

原理建立差分方程的一种数值方法[ 1～ 3] , 它由于

具有简便易行 、 所需存贮量小且精度高等优点,

因而在固体力学的许多领域获得了广泛的应

用
[ 4 ～ 8]

.变分差分法与有限元法各有优劣, 可互

为补充.对于条件数较大 (离散后差分方程极度

病态) 的问题, 直接解法的适应性较差, 很难保

证数值解的精度;然而高效迭代法在一定程度上

可以弥补这一不足.而就构造高效迭代法而言,

变分差分法较有限元法更有优势.固体力学中的

许多问题由于几何或者物理上的因素, 在离散后

差分方程具有较大的条件数 (如裂纹尖端 、 板壳

的三维应力分析以及具有强各向异性的复合材料

结构等) .对于此类问题, 文献 [ 5 ～ 7] 表明,

结合高效迭代法的变分差分法可以有效地保证数

值解的精度和求解效率, 目前变分差分法已经成

为平面问题 、空间问题 、 板壳 、复合材料结构分

析的重要方法.

本文仅以弹性力学平面问题为例, 说明变分

差分法的基本思想, 介绍变分差分方程的建立过

程和求解方法.

1　规则区域上的变分差分方程

处于平面应变状态的 、 单位厚度的弹性体

(图 1) , 总势能 Π为

Π=U +V, U =∫A
1
2
Cijklu i, jik , ldA,

V =-∫Afiu idA -∫Lp iuidL
(1)

其中, A为求解区域, L 为其边界, Π为系统总势

能, U 为应变能, V为外力势能, Cijk l, ( i , j , k , l =

1, 2) 为弹性张量, f i和pi分别为体力和面力分量.

本文采用求和约定.

首先考虑区域 A 为矩形的情况.利用均匀

网格将区域 A 离散, 用 ( xI, yJ) 表示网格上第

I 行 、 第 J 列结点的坐标.则

xI = x0 +( I -1) h1, (0 ≤ I ≤N1) ,

yJ = y0 +( J -1) h2, (0 ≤J ≤N2)

h1, h2 分别是 x 和 y 方向的步长.

图 1　矩形区域上的均匀网格

Fig.1　Uniform grid in rectangle district

对于 x 的一元函数 f ( x) 与 g( x ) , 定义内积

[ f , g] 1 =0.5[ ( f , g) 1 +0.5( f , g] 1 (2)

其中, [ f , g) 1 =∑
N
1
-1

I=0
f ( xI) g( xI ) h1, , ( f , g] 1 =

∑
N
1

I=1
f ( xI) g ( xI) h1.类似地, 对于一元函数 p( y ) ,

q( y ) , 定义内积

[ p, q] 2 =0.5[ p, q) 2 +0.5( p, q] 2 (3)

其中,

[ p, q) 2 = ∑
N
2
-1

J =0
p( yJ ) q( yJ) h2, ( p, q] 2 =
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∑
N
2

J=1
p( yJ ) q( yJ ) h2

在定义式 ( 2) , ( 3) 基础上, 定义二元函数

u( x, y ) , v( x , y) 的内积运算如下:

[ [ u, v] ] =[ [ u, v] 1, 1] 2 (4)

离散后, 式 ( 1) 中的线积分及面积分应代以式

(2) ～ (4) 的内积,而应变能 U 中的位移导数u i, j

应代之以相应的向前差分导数 +j u i 或向后差分

导数 -j ui (向前或向后差分的选取应使式 (2) ～

(4) 中规定的运算能够进行) .

Π
h
=U

h
+V

h
(5)

令  Π
h

 u i ( xI, yJ )
=0,

( i =1, 2, 0 ≤ I ≤N1, 0 ≤J ≤N2) (6)

可得到一组代数方程, 其算子方程形式为

K
h · uh +Fh =0 (7)

上式中的粗体符号表示算子与向量, 其中 K
h 称

为刚度算子, 它与应变能有关;Fh 为等效结点

力, 它与外力势能有关.K
h
与F

h
由下式确定

K
h · uh =

 Uh

 uh( xI , yJ )
,

F
h =-

 Vh

 uh( xI, yJ)
(8)

如果将区域 A分解为若干子块,即 A =∑
i

A i , 则

系统势能也可相应地分解, 从而 K
h 与 F

h 也可

进行类似的分解

K
h
A =∑

i

K
h
A
i
, 　FhA =∑

i

F
h
A
i

(9)

变分差分方程这种可分解 (叠加) 的性质是十分

有用的.

2　不规则区域上变分差分方程的建

立

　　如图 2所示为一不规则平面弹性区域 A , 用

图示曲线网格将其离散.这样的曲线网格实际上

确定了一个曲线坐标系 ( β
1
, β

2
) , 它与直角坐标

系( x1, x2) 之间的对应关系为

xi = xi ( β
j
) , ( i , j =1, 2) ( 10)

式 (10) 将直角坐标系中的不规则域 A映射为曲

线坐标系( β1, β2) 中的矩形域 A0.

定义

ui|m =
 ui
 β
m , 　B

m
j =

 βm

 xj
( 11)

图 2　坐标变换

Fig.2　Coordinate transform

则有 ui , j =
 ui
 xj
=
 ui
 βm
 βm

 xj
=u i|mB

m
j (12)

　　在坐标变换时, 有如下等式:

dA = g dA0, 　dL =g
α α
gdL0 (13)

其中, g ij =B
m
i B
m
j 为度量张量, g =det( g ij ) , 在

g
α α
, (α=1, 2) 这项中不对 α求和, α代表L0外法

线方向.

由式 ( 1) , ( 12) 和 ( 13) , 可得

Π=∫A
0

1
2
a
mn
ik ui|muk|ndA0 -

∫A
0

f
＊
i u idA0 -∫L

0

p
＊
i u idL 0 (14)

其中 a
mn
ik = gCijklB

m
j B
n
l ,

f
＊
i = fi g, 　p

＊
i =pi gg

α α
(15)

　　比较式 ( 1) 和式 ( 14) , 可以发现, 不规则

域 A上的弹性力学问题就从形式上转化为矩形

域A0上的 “弹性力学问题”, 只不过这里的 “弹

性张量” 为 a
mn
uk , 而 “体力” 与 “面力” 为 f

＊
i ,

p
＊
i 而已.这样, 在式 ( 14) 的基础上, 利用前

述处理规则区域的方法, 便可得到所需要的变分

差分方程.

值得注意的是, 式 ( 14) 中的位移与外力分

量仍然是直角坐标系中的分量, 因此这里所采用

的变换只是几何上的, 是 “不完全的变换” .

系数 a
mn
uk 直接影响刚度算子的性态, 而由式

(15) 可知, 这种影响来源于几何 ( B
m
j ) 与物理

( cijk )两方面因素.在一般情况下变换式 ( 10) 不

具有解析形式, 系数 B
m
j 需通过数值微分来计

算.在网格不甚光滑的地方, 系数 B
m
j 会发生间

断.为此可将区域分解为若干子域 (图 3) , 在

每个子域内的网格应具有较好的光滑性, 以保证

按式 (11) 计算时的精度.例如, 图 3所求区域

应分解为 3个子域.在材料性质发生突变的地方

(两种材料的界面) , 也应进行类似的区域分解.

分解后的每个子域, 是建立变分差分方程的基本
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单位.也可称之为 “单元” .例如图 3的求解区

域可划分成 2个 “单元”.各子域的变分差分方

程建立后, 再按式 (9) 将其合并为一个统一的

差分方程.

图 3　区域分解

Fig.3　District decompounding

a 变换前;b 变换后

上面所介绍的区域变换的方法与有限元中的

区域变换方法有些相似.变分差分方程 ( 7) 比

较适合于叠代解法.叠代解法的一般形式为

D
u
h
n+1 -u

h
gn

τj
=Khuhn +F

h
( 16)

其中, D 为某一差分算子, τj 为迭代参数 (一

般取为切贝雪夫参数[ 2] ) , 通过 D 的选取, 便可

得到各种迭代法.目前将 D 取为拉普拉斯算子

的做法比较流行
[ 2]
, 由于拉普拉斯算子的逆运算

可利用快速傅里叶变换 ( FFT) 方便地求出, 因

而具有很高的效率.

3　算　例

用变分差分法分析圆孔周边的应力集中问题

作为算例.如图 4所示, 中央开圆孔的正方形薄

板, 左右侧边受均布的单位拉应力, 圆孔半径为

1, 板边长为 10.由对称性, 只需计算 1/4的区

域.采用图示的曲线四边形网格.图 4的曲线描

述了正应力沿截面AB 的分布, 其中实线与虚线

分别对应数值解和解析解, 二者是十分吻合的.

由此例也可以看出, 变分差分法对复杂区域具有

较强的适应性.

图 4　圆形小孔周边的应力集中

Fig.4　Stress concentration at peripheral of round hole

( a) 计算区域及网格划分;

( b) y 轴上的正应力分布曲线
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Variational-Difference Method in Solid Mechanics
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Abstract:The construction method and the resolution process of the variational-difference equation are explained

with an example of plane problem of elastic mechanics, and its applications in solidmechanics are introduced.The

example shows that the variational-difference method has well adaptability and precision for complex region.
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