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摘　要:研究弱阻尼 Schr̈odinger方程的解的长时间行为, 构造出了一族近似惯性流形, 它们与吸引子的逼

近阶数随着初值和外力函数的光滑性提高而提高.
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　　近似惯性流形是由 Foias, Manley, Temam 和

Sell等在联系到惯性流形理论中所出现的困难而

引进的概念.这种流形是有限维的光滑流形, 它

在它的一个小薄邻域内迅速地指数吸引轨道, 而

且吸引子就包含在这个邻域内.关于近似惯性流

形的存在性, 针对不同的偏微分方程, 已有很多

研究[ 1～ 4] .

我们研究具有零阶耗散和外力影响的非线性

Schr̈odinger方程

iut +uxx +|u|2u +iΓu = f ,

x ∈ Ψ, t ∈ R
+ ( 1)

其中, Ψ=[ 0, L]  R , Γ是正常数, f =f ( x) 是

给定的复值函数.

补充 Dirichlet边界条件

u(0, t ) =u( L, t) =0 (2)

或周期边界条件

u( x, t) =u( x +L, t ) (3)

初始条件为

u( x , 0) =u0( x ) , x ∈ Ψ (4)

Ghidaglia
[ 5]
证明了问题 (1) ～ ( 4)在 H

2
和H

1
上分

别存在弱的整体吸引子 A和 A＊ , 并且在空间

H
1上对 H

2 上的吸引子 A的 Housdorff维数和分

形维数的上界进行了估计.

Wang[ 6]证明了 H
2 上的弱吸引子 A实际上

是强拓扑意义下的紧吸引子.

在文 [ 3] 中, 当 u0 ∈ H
3
, f ∈ H

1
时, 作者构

造出了方程 ( 1) 的一个显式近似惯性流形和一

个隐式近似惯性流形, 它们与吸引子的逼近阶数

是 Kλ-1/2m+1 .

本文将在解的正则性提高的基础上, 对方程

( 1) 构造出一族近似惯性流形, 它们与吸引子的

逼近阶数随着初值和外力函数的光滑性提高而提

高.当 u0 ∈ H
k+2

, f ∈ H
k 时, 逼近阶数为

ckλ
-k/2
m+1 , k >1 .

本文用 H
s
( Ψ) 表示通常的 Sobolev 空间,

H =L
2
( Ψ) , ‖ .‖和 ( ., .) 分别表示 L

2
( Ψ) 中

的内积和模, ‖.‖p 表示L
p
( Ψ) (1 ≤p ≤∞) 中

的模, ‖ .‖X 表示任意 Banach 空间 X 中的模.

另外, c 表示仅与参数有关的任何常数.

1　解的性质和解的小构造性质

在 H上引入无界自伴算子 Au =-uxx , 其定

义域为

D( A) ={u ∈ H
2
( Ψ) :(2) 或(3) 式成立}

将问题 ( 1) ～ ( 4) 写成抽象形式

i
du
dt -Au +|u|

2
u +iΓu = f (5)

u(0) =u0 (6)

　　从文①中已经知道, 对于 f ∈ H
k
, u0 ∈

H
k+2

, k ≥0, 问题 ( 5) , ( 6) 存在惟一解 u( t ) ∈

C(R
+
, H

k+2
) , 而且

‖u( t ) ‖H
k+2 ≤ρk , t ≥ tk (7)

其中, ρk 是依赖于参数 ( Γ, ‖ f ‖Hk) 和 k 的常

数, t k 依 赖于 参数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) , k 和 R:

‖u0 ‖H
k+2 ≤R .

通过方程 ( 5) 关于 x 微分 k 次, 应用结论
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( 7) , 我们可以证得下面引理.

引理 1　设 f ∈ H
k
, u0 ∈ H

k+2
, k ≥0, 则有

‖Dk
xu t ‖ ≤ ck , t ≥ tk (8)

其中, ck 是依赖于参数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) 和 k 的常

数, tk 依赖于参数 ( Γ, ‖ f ‖Hk) , k 和 R:

‖u0 ‖H
k+2 ≤R .

我们考虑由算子 A的特征向量组成的空间H

的正交基{wj}:

Awj =λjwj

0 ≤λ1 ≤λ2 ≤…, λj ※+∞, j ※∞

对固定的正整数 m , 用 P =Pm 表示 H到 w1,

…,wm 所张成子空间上的正交投影, 而 Q =

Qm =I -Pm.令

p =Pu, q =Qu

则 p, q在PH 和QH 上分别满足下述方程

i
dp
dt
-Ap +P (|p +q|2( p +q) ) +

iΓp =Pf (9)

i
dq
dt
-Aq +Q(|p +q|2( p +q) ) +

iΓq =Qf ( 10)

　　引理 2　在引理 1的条件下, 有

‖q ‖, ‖
dq
dt
‖ ≤ ckλ

-k/2
m+1 ,  t ≥ tk ( 11)

其中, ck 是依赖于参数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) 和 k 的常

数, t k 依 赖 于 参 数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) , k 和 R:

‖u0 ‖Hk+2 ≤R .

证明　由 ( 7) 和 ( 8) 知

‖A
k/2

u ‖, ‖ A
k/ 2

u t ‖ ≤ ck ,  t ≥ tk

从而

‖ A
k/2

q ‖, ‖ A
k/ 2

qt ‖ ≤ ck ,  t ≥ tk

注意到

‖Aαv‖ ≥λαm+1‖v ‖,

 v ∈ QmD( A
α
) , α>0 ( 12)

于是有

‖q ‖ , ‖qt ‖ ≤ ckλ
-k/2
m+1 ,  t ≥ tk

证毕.

2　近似惯性流形的构造

我们通过对方程 ( 10) 的适当的近似来构造

近似惯性流形.根据引理 2知, q和dq/dt对充分

大的时间 t 是小的.因此在方程 (10) 中忽略

d q/dt , 而用 Q( | p |2p) 近 似 非 线性 项

Q(|p +q|2( p +q) ) .如此定义映射

 1:PH ※QH

使得对每一个 p ∈ PH,  1( p) =q1是下述方程的

解

-Aq1 +Q(|p|2p) +iΓq1 =Qf (13)

　　下面的引理保证方程 ( 13) 对充分大的 m

存在惟一解.

引理 3　存在一个仅与 Γ和Ψ有关的正整数

m0 , 使当 m ≥m 0时, 对每一个 p ∈ PH , 方程

( 13) 有惟一解 q1 ∈ QH .

证明　设 p ∈ PH 固定, 定义映射 χ:

QH ※ QH , 使对任意的 φ∈ QH, χ( φ) =ψ由

下式给出:

-Aψ+Q(|p|2p) +iΓφ=Qf (14)

显然, 映射 χ:QH ※ QH 的不动点即是方程

( 13) 的解.

下面用 Banach不动点定理证明映射 χ在QH

上有唯一的不动点, 只需证明 χ:QH ※QH 是一

个压缩映射.

设 φ1, φ2 ∈ QH, 则由 ( 14) 可得

Aψ1 -Aψ2 = iΓ( φ1 -φ2)

其中, ψ1 =χ( φ1) , ψ2 =χ( φ2) .于是

‖Aψ1 -Aψ2 ‖ =Γ‖φ1 -φ2 ‖

利用 ( 12) 式, 我们推得

‖ψ1 -ψ2‖ ≤ Γλ
-1
m+1 ‖φ1 -φ2 ‖

因为 λm+1 ※+∞( m ※∞) , 所以存在仅依赖于

Γ和Ψ的整数m0 , 使当 m ≥m0时, χ是一个压

缩映射.证毕.

令 ΢1 =graph(  1) .下面的定理说明 ΢1 是

问题 ( 5) , ( 6) 的近似惯性流形, 同时给出了它

与轨道逼近的阶数.

定理 1　设 f ∈ H
k
, u0 ∈ H

k+2
, k ≥0, 则存

在仅与 Γ和Ψ有关的整数m0 , 使当 m ≥m0时,

对问题 ( 5) , ( 6) 的任何解 u( t ) , 有

distH2( u( t ) , ΢1) ≤ ckλ
-k/2
m+1 ,  t ≥ tk

其中, ck 是依赖于参数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) 和 k 的常

数, t k 依 赖 于 参 数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) , k 和 R:

‖u0 ‖H
k+2 ≤R .

证明　由 ( 10) 与 ( 13) 式相减得

Aψ-Aq =

Q(|p|2p) -Q(|p +q|( p +q) ) +

iΓ( ψ-q) -i
dq
dt

(15)

因为有Sobolev嵌入关系 H
1 ※L

∞ , 所以
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‖ u ‖∞ ≤ c‖u ‖H
1 ≤ c

‖p ‖∞, ‖q ‖∞ ≤‖ u ‖∞ ≤ c

于是

‖Q(|p|2p) -Q(|p +q|2( p +q) ) ‖ ≤

‖|p|2p -|p +q|2( p +q) ‖ ≤

‖|p|
2
q ‖ +‖u(|p|

2
-|p +q|

2
) ‖ ≤

‖p ‖2
∞‖ q‖ +‖u ‖∞‖p q + pq +|q|

2 ‖ ≤

‖p‖2
∞‖ q‖ +2‖u ‖∞‖p ‖∞‖q ‖ +

‖ u ‖∞‖q ‖∞‖q‖ ≤c‖ q‖

由 ( 15) , ( 11) 和 ( 12) 推得

‖Aψ-Aq‖ ≤

c‖ q‖ +Γ‖ψ-q‖ +‖
dq
dt
‖ ≤

ckλ
-k/2
m+1 +Γλ

-1
m+1 ‖Aψ-Aq ‖,  t ≥ tk

选取 m0 , 使当 m ≥m0 时, Γλ-1m+1 ≤1/2 , 则有

‖Aψ-Aq ‖ ≤ ckλ
-k/2
m+1 ,  t ≥ tk

　　现在设 u( t ) = p( t ) +q( t) 是问题 ( 5) ,

( 6) 的一个解, 而 ψ( t) = 1( p( t ) ) ,  t >0 ,

那么 p( t ) +ψ( t) 在流形 ΢1 上, 因此有

disH2( u( t ) , ΢1) ≤

‖u( t ) -( p( t ) +ψ( t ) ) ‖H
2 ≤

‖ψ( t ) -q( t ) ‖H2 ≤‖Aψ-Aq‖ ≤ ckλ
-k/2
m+1 ,

 t ≥ tk

证毕.

下面构造一族显式惯性流形.

定义映射

 2:PH ※QH

使得对每一个 p ∈ PH ,  2( p) =q2是下述方程的

解

-Aq2 +Q(|p|2p) =Qf

即 q2 = 2( p) =A
-1
( Q(|p|

2
p) -Qf)

　　令 ΢2 =g raph( 2) .与证明定理 1类似, 可

以证明下面的定理.

定理 2　设 f ∈ H
k
, u0 ∈ H

k+2
, k ≥0, 则存

在仅与于 Γ和 Ψ有关的整数 m0 , 使当 m ≥m0

时, 对问题 ( 5) , ( 6) 的任何解 u( t ) , 有

distH2 ( u( t ) , ΢2) ≤ ckλ
-k/2
m+1 ,  t ≥ tk

其中, ck 是依赖于参数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) 和 k 的常

数, tk 依 赖 于 参数 ( Γ, ‖ f ‖H
k) , k 和 R:

‖u0 ‖H
k+2 ≤R .
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Families of Approximate Inertial Manifolds

for the Weakly Damped Schr̈odinger Equation

WU Shu-yin, ZHAOYi

( Department of Mathematics, Zhongshan University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:A sequence of approximate inertial manifolds is constructed for the weakly damped Schr̈odinger equation.

It is shown that the approximate orders of these manifolds to the global attractor increase along with the improvement

of the degree of smooth of the initial data and external force function.

Keywords:weakly damped Schr̈odinger equation;global attractor;approximate inertial manifolds
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