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摘　要:在差分方程分块记法的基础上 , 将泊松方程的第三边值问题拉普拉斯差分算子的特征矩阵分解

为能应用快速富立叶变换 (FFT)算法的正弦函数矩阵和余弦函数矩阵两部分 , 并将 FFT 算法与块追赶法结

合起来 , 建立了泊松方程第三边值问题的一种高效算法.
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　　泊松方程的求解具有重要意义.一方面 , 许

多客观规律可归结为泊松方程;另一方面 , 一些

其它类型方程 (如弹性力学方程)的迭代解法 ,

往往以泊松方程的求解为基础[ 1 , 2] .利用快速富

立叶变换 (FFT)求解泊松方程的方法 , 因效率

极高而得到广泛的应用[ 1～ 3] .然而 , 目前上述方

法还只限于第一边值 (Dirichlet)问题和第二边

值 (Riemann)问题;对于第三边值 (Cauchy)

问题 , 由于拉普拉斯差分算子的特征向量 (一族

离散的三角函数)的频率不是基频的整数倍 , 因

而FFT 算法难以直接应用.本文在差分方程分块

记法的基础上 , 将拉普拉斯差分算子的特征矩阵

分解为能应用FFT算法的正弦函数矩阵和余弦函

数矩阵两部分 , 并将 FFT 与块追赶法结合起来 ,

建立了泊松方程第三边值问题的一种高效算法.

1　泊松方程的差分方程的块对角形

式

　　考虑矩形区域上泊松方程的第三边值问题

Δ +g(x , y)=0 ,(0 < x < l1 ,0 <y < l2)

 |x=0 =α1(y),  |y=0 =β1(x)

  
 x|x=l

1

=α2(y),
  
 y|y=l

2

= β2(x)
(1)

用图 1所示均匀网格将区域离散 , 并用(xi , y i)

表示网格上第 j列 、第 i行结点的坐标 ,本文不妨

假设(m ≥n).对任一二元函数 f(x , y),记 f ij =

f(xi , yj),则方程(1)的差分形式为

-
 (i-1)j -2 ij + (i+1)j

h
2
1

-

 i(j-1)-2 ij + i(j+1)
h
2
2

=g ij ,

(0 < i <m ,0 <j <n)

 0j =α1(yj),  mj = (m-1)j +h1α2(yj),

(0 ≤ j ≤n)

 i0 = β1(xj),  in = i(n-1)+h2β2(xi),

(0 ≤ i ≤m)

(2)

其中 , h1 =l 1/m , h2 =l 2/ n分别是x 和y 方向的

步长.记

f ij =gij =
α1(yj)
h
2
1
δi1 +

β1(xi)
h
2
2
δ1j +

2α2(y i)
h1

δim +
β2(xi)
h2

δnj

φi =( i 1 i 2… in)
T(i =1 ,2 , … , m)

F i =(fi1 fi 2…fin)
T(i =1 ,2 , …, m)

式中 , δij为 Kronecker_δ符号.

　　利用上述记号 , 式 (2)可表达为

C A

A C A

… … …

A C A

2A c

Υ1

Υ2

…

Υm-1

Υm

=

F1

F2

…

Fm-1

Fm

(3)

其中
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图 1　矩形区域及其网格划分

Fig.1　Rectangle region and its grid
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式中 , I 是n 阶单位矩阵 , D 是n 阶三对角矩阵.

代数方程 (3)具有块三对角形式 , 这对于

建立高效算法是十分有利的.

2　矩阵 D的特征值和特征矩阵

容易证明 , 矩阵 D 的特征值及相应的特征

向量分别为

λk =
4

h
2
2
sin2
(2k -1)η

4

qk =
2h2

l 2
(sin(k -0.5)η,

sin(2k -1)η, …, sinn(k -0.5)η)T

其中 , k =1 ,2 , …n , η=πh2/ l 2.

由式 (4)可知 , 矩阵 C的特征向量仍然是

qk , 而特征值为

λCk =λk +2/h
2
1 , k =1 ,2 , …, n

不难验证 , 特征向量 qk 满足下面关系

qk · qj =

1 ,(k = j ≠n)

2 ,(k = j =n)

0 ,(k ≠ j)

(5)

因此 , n 个特征向量qk 是两两正交的.记

Q =(q1 , q2 , …qk)=
2h2
l2
·

sin 0.5η sin 1.5η … sin(n -0.5)η

sin 1.0η sin 3.0η … sin(n -0.5)2η

… … … …

sin 0.5nη sin 1.5nη … sin (n -0.5)nη

,

Λ=

λC1

λC2

…

λCn

,

P =

1

1

…

1

0.5
其中 , Q 是特征向量组成的n阶矩阵 , Λ是由C

的特征值组成的对角矩阵;P 也是对角矩阵 , 其

前 n-1个元素均为 1 , 只最后一个元素是 0.5.

由特征矩阵的性质 , 有

Q
-1
CQ =Λ (6)

由式 (5), 有

Q
-1 =PQ

T (7)

3　一种高效算法

由式 (6), 式 (3)可化为

Λ A

A Λ A

A Λ A

… … …

A Λ A

2A Λ

 Υ1

 Υ2

…

 Υm-1

 Υm

=

 F1

 F2

…

 Fm-1

 Fm

(8)

其中 ,

 Υi = Q
-1
Υi ,  F i =Q

-1
Fi(i =1 , 2 , …, m)

(9)

　　式 (8)确定的代数方程可用块追赶法求解

(由于每个块元素均为对角矩阵 , 矩阵运算实际

上简化为数的运算 , 因而具有很高的效率).求

出后  Υi , (i=1 , 2 , … , m)再由式 (9)的逆

运算确定出 Υi:

Υi =Q Υi　(i =1 ,2 , …, m) (10)

下面分析求解代数方程 (3)所需计算量 (仅考

虑乘法运算).式 (3)左端矩阵的带宽是 3n ,如

果用消元法 , 计算量大约为 O(mn3);如果将式

(3)转化为(8),则求角式(8)的追赶法的计算量

大约为 O(mn),而按式(9)、(10)通过矩阵乘法计
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算  Fi 和 Υi ,的计算量为 O(mn
2),因此整个计算

过程的计算量仍是 O(mn2).由此可见上述算法

的效率较通常的消元法高得多.然而 ,这还不是最

佳方案 ,上述求解过程的效率还可进一步提高.

由三角关系

sin(k -0.5)jη=sin kjηcos 0.5jη-

cos kjηsin 0.5jη

可将特征矩阵 Q 分解为

Q =QCRS +QSRC (11)

其中

QS =
2h2

l 2

sin η sin 2η … sin nη

sin 2η sin 4η … sin 2nη

… … … …

sin nη sin 2nη … sin n
2η

,

RS =

sin 0.5η

sin 1.0η

…

ssin 0.5nη

,

QC =
2h2

l 2

cos η cos 2η … cos nη

cos 2η cos 4η … cos 2nη

… … … …

cos nη cos 2nη … cos n
2η

,

RC =-

cos 0.5η

cos 1.0η

…

cos 0.5nη

RS , RC 均是对角矩阵 , 而 QS , QC 是对称矩

阵.这样式 (10)可转化为

Υi = QC(RS Υi)+QS(RC Υi) (12)

对式 (11)两端取转置 , 得

QT =RSQC +RCQS (13)

由式 (7)、 (9)与式 (13), 有

 F i =PQTF i =PRSQCFi +PRCQSFi (14)

对任一 n 维列向量T=(t1 t 2…tn)
T , 乘积 QCT ,

QST 可以利用 FFT 算法来计算[ 1 ,2] .具体操作

是:先在该向量的第 1个元素前填加一个零元

素 , 再在最后一个元素后续以(n-1)个零元素 ,

构成一个 2n 维的列向量:

S =(0t1 t 2…tn1…0)
T

对 S 做FFT运算 ,得一2n维的复向量 ,其实部(虚

部)的第 1 至第 n 个元素组成的向量即是

SCT(QST).

这样 ,式(12)和(14)均可利用FFT来实现.由

于 P , RS , RC是对角矩阵 ,它们对计算量的影响可

以忽略 , 因此 , 式(12)和(14)所需计算量仅为

O(mn lb n).

下面 ,归纳上述高效算法的计算过程:

(1)利用式(14)通过FFT计算  FiΥi ,(i =1 ,

2 , …, m);

(2)用追赶法求解式(8),求出 Υi ,(i =1 ,2 ,

…, m);

(3)利用式(12)通过 FFT 计算出 Υi , (i =1 ,2 ,

…, m).
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An Efficient Algorithm for a Class of Boundary_Value Problem
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Abstract:Based on block marker for difference equations , the characteristic matrix of a Laplace transformation

difference operator on the third Boundary_Value problem of Poission's equation is divided into a sine function matrix

that can be applied for the fast fourier transform (FFT)and a cosine function matrix.Furthermore , combined with

the FFT method and the method of chase , a highly efficient algorithm for Poission's equation with the third Bound-

ary_Value is presented.

Keywords:Poisson's equation;the method of chase;the fast Fourier transform
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