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摘 要 : 研究了 M a
而

e u

系统在随机噪声激励下的主共振响应和稳定性问题
.

用多尺度法分离了系统的快

变项
,

讨论了系统的阻尼项
、

随机项等对系统响应的影响
.

求出了随机 M at hi e u

系统的不变测度和最大 l于a 曰

p u
加

v

指数
,

由最大助即朋
。 v

指数可得系统几乎必然稳定的充分必要条件
.
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1 选题背景

为了研究一个动力系统的稳定性
,

考察由如

下非线性方程描述的动力系统

才 =
f ( x

,
a )

,

f ( 0
,
a ) = 0 ( l )

式中
,

x = (
x 。 , x Z , ,

二 , x 。

) 任 R
“ ,

a 二 ( a , , a Z ,

…
,

口

衬 任 R m ,
a 是描述系统特征的参量

.

由于随机

因素的干扰
,

假设系统的特征参量从 a 变为 a 十

创 t )
,

这里 ` (动 是一个 m 维的零均值遍历随机

过程
,

这样描述系统运动的微分方程从 ( l) 式

变为

才 =

f(
x

,
a

,

右( t ) )
,

f( o
,
a

,

心( t ) )
= 0 ( 2 )

为了研究系统 ( 2) 零解的样本稳定性
,

有必要

研究其线性化系统

才 = D了( x ,
a

,

` ( : ) ) l
二 二 。 x ( 3 )

零解的稳定性
.

在一定的条件下
,

系统 ( 2) 零

解的稳定性可由其线性化系统 ( 3) 决定〔’ 〕
.

众

所周知
,

系统 ( 3) 零解的样本稳定性可 由其最

大 助即
u n o v

指数 人决定
,

即当 入 > o 时
,

系统 ( 3)

零解几乎必然不稳定 ;当 几 < O时几乎必然稳定
.

为了计算 凡
,

除了 M on et
一

C alr
o
模拟方法

,

最常用的

方法是利用系统的不变测度进行计算
.

当 ` (劝为

实噪声或宽带噪声时
,

已有许多研究工作 z[,
’ 」

,

而

` (t ) 当为窄带噪声时
,

研究工作较少 4[,
5〕

.

本文对

一类典型的二阶系统在随机参数激励下
,

用多尺

度法研究了系统不变测度和最大 幼
a p
uon

v
指数

,

由最大 I万a p

一指数给出了系统稳定的充分必要

条件
.

2 多尺度法

考虑如下受随机参激的二阶系统
。 +

和
+ 。吕

u + 。
峪 ( t )

= 0 ( 4 )

式中
￡ 《 l 为小参数

,

尹
,

。 。
分别为系统的阻尼系

数和自然频率
,

g ( : ) 是随机噪声项
,

g (
t )

二 h e o s
(口 t + 了『 ( t ) )

式 中
,

『 ( ` )为标准 私
e en

r

过程
.

由 w ed i g [4 ]可知

当取不同值时
,

以日可代表宽带和窄带两种不同

类型的噪声
.

当 y 二 0 时
,

系统 ( 4 ) 就是著名的

M at hi eu 方程
.

当 7 尹 。 时
,

不妨称为随机 M a ht ieu

系统
.

本文用多尺度法研究
,

多尺度法近些年来

在随机系统中也有一些 应用仁
, 一 7〕

.

设系统 ( 4)

具有如下形式的解
u ( t

, 。
)

= u o ( 0T
,

T 一) + 。 u l ( 0T
,

T I ) + …

式中 0T = t
,

T , 二 “ 分别是快
、

慢时间尺度
.

本文

只对首次近似解 u0 ( 0T
,

T I
) 进行讨论

.

记

u o ( 0T
,

T I
) = A ( T。) ex p ( i o o OT ) + cc

式中
,

cc 表示前述各项的共扼
,

A ( T : ) 是随时间

缓变的系统响应的振幅
.

经过推导可得

端 u : 十 。吕。
, == 一 2 1滋

’ e
即 ( i。 。

0T )
-

10 0斟
e
lp ( i aJ

。 0T ) +

h 二
: . ,

~
、

~ ~
, ,

~
、 ,

份 A e xP Li (日 一 。 o )几 + y 『 ( T . ) J + e c ( 5 )
2

` 一 ” 一犷 L ` 、 . ’
~ u,

` u
’ 声 ” 、 ` ’ 产 “

”
“ 、 ` z

式中
,

A
’ ,

元分别表示 A 关于 T ;
的导数及共扼

.

本

文下 面将讨论系统 ( 4) 的主共振响应
.

设 n 、

2。 。 ,

引入调谐参数
。 ,

口 = 2 。 。 + 。 a ,

令 ( 5 ) 式

右端中的奇异项为零可得
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2 1田 o A
’

ex p ( i o T I

i伽
o A 一

i ) W ( T : ) ) = 0 ( 6 )

l
_ ,

}
a ( T , ) }

人 二 J l m 币 I n 厂一万下入 - ) =
7退~ . 1 1 l a 火U ) l

将 A

代人

式中

表示成极坐标的形式

连 ( r : ) 二 a ( T ,
)

e x p [ i沪( T l )〕

( 6) 式并分离实部和虚部可得

之曳六
` · ` T l , 一 , ( 0 ) )

=

卫
2

l im

几~ . 封
T ,

h
。
万玩

s , n 甲(
:
) d

: 二

粤
。 一

兴
a s `· ”

` 片田 0

卫
2

h 。 :

丁一一 乙 }
4 田 0

s i n 甲

h
一 石了

~ 住 C O S

` CD O

( 7 )
刀一

ay 甲 (兀 )
卫
2

n 甲 ( , ) d ,

ì
一.

夕 = 口兀 一 2势 +

一
卫2

一一一
、八

3 最大 1月即
u n o v

y w ( lT )

指数

经过较复杂的计算
,

可得最大 助
a p
~

v
指数 几

为

显然零解
a = O是方程 ( 7) 的稳态解

,

下面讨

论它的稳定性
.

令
。 == nI a ,

方程 ( 7) 可改写为

如下 h o
方程的形式

(
-

(
。

合
一

森
S `· ,

)
d r ,

一

瓷一
;

)
d T I 一 ` d w

( s ) 取 夕

见图

二 0
.

0
,

田。 二 y
二 1

.

0
,

人关于
。 ,

h 变化的曲面

1
,

对应的 几等值线图见图 2
.

刀刀7
.dJU

r
.

l`
.

`.....̀

由方程 ( 8) 可知扩散系数非正则
,

故随机过程

, ( T .
)是单位圆上遍历 的马尔可夫过程

,

抓T , )

的不变测 度 即稳态概率密度函数 p (妇 对应 的

即 K 方程为

矛 D d
r

一

斧
一

药L(“ 一 “ e o s ” , p 」 = “ ( 9 ,

式中
,

云
二 Z a / 尹

,

五二 h / 。 。
尹

.

由于可妇满足周

期性条件 可种
二
川 , 十 2二 ) 和 归一 性条件

{
。 p ( , ) d甲 = l

,

由方程 ( 9 ) 可解得

尹( 亏) =

二 p

!
。

(
( : +

号
汀

)
一 “ · i· ,

}

{
甲+ 2贡

e x P
甲

4二 2 2* (入,
_ * (人)

`

二 十

号)
+ “ ·`二 ]

` ·

式中
,

nI ( x) 是第一类 贝塞尔 I 函数
, n 是实数或

复数
.

根据 os
e led ec 〔8 〕乘法遍历性定理

,

对于任何

非零初始值 (
a 。 ,

v 。 )
,

方程 ( 8 ) 解
a
( T l ; a 。 ,

,。 ) 的

Ly a p

~ 指数为

入 ( a o
,

专。 )
=

J i m

卜~ . 责
`n , a ` r !

式中
,

w
`

p
.

1 表示 以概率

只能取如下确定的值 几~

: ( T ; ; a o ,

专。 ) l
,

w
.

p
.

l

1 成立
.

且 又 ( a 。 ,

和 )

二 几: < 几 , 二 入~
.

则

方程 (8 ) 零解 的稳定性可 由最大 L y a p u on v
指数

人 二 人~ 确定
,

即当人 < O时零解几乎必然稳定
,

人 > 0 时零解几乎必然不稳定
.

由 ( 8) 式可得

图 1 场
a p旧 M W指数曲面图

iF g
.

I S叫碗
e of 琦

a p 篮怕 v e x
即

. l e n t

由图 1可见此曲面有一个主峰
,

当随机激励

的中心频率 几接近系统的固有频率。 。
的 2倍即

。

接近于零时
,

切aP un vo 指数 几单调增加
,

当
。 二 0

时达到最大值即在主峰的 中心 区域
.

而在这个主

峰区外则是平面 几 二 0
,

即 人与
a ,

h 无关
,

此时随

机参数激励不起作用
.

对 ( 10 ) 式经计算表明
,

几是 h 的增函数
,

即随

着随 机激励振幅的增大零解将失 去稳定 ;几 是

} 。 l 的减函数
,

当
。 二 0 时 久达到最大

,

即当随机

激励的中心频率接近系统固有频率的 2 倍时
,

系

统变得不稳定 ;人是 y 的减函数
,

即当随机激励的
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