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摘 要 : 设 ( s
, + , 。

) 为一可交换半群
,

有单位元
。 .

称函数 。 : s ~ 〔
一 1

,

l] 为有界半特征
,

若 p (
。
) 二 1且

爪
、 十 t

)
二 尸(

、
)可 )t

, 、 , t 〔 5
.

设 H 为一些有界半特征所成的集合
,

M ( H ) 为 H 上的全体有限 aR do
n

测度
,

贝lJ有下面的同胚定理
: 。 一 、

成 : 二

! ,
(

S

)尸 ( d。 )
, ￡ 。 、 是 M ( 。 ) 至。R

,
的某个子集的同胚映射

·

应用同胚定

理
,

给出 了局部紧空间上的随机测度的相应的经典命题的较简单新证明
,

且无需第二可数性条件
.
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以

调和分析理论是概率论研究的有效工具
.

从

文 「1〕可知
,

半群 s 上的全体有界半特征 亏上

的全体有限 R ad on 测度同胚于 5 上的全体有界正

定函数
,

而同胚映射就是娜 lac e
变换

.

本文推广

了文 「l] 的结果
,

证明了同胚定理
:
亏上的任意

的一个子集 H 上的全体 R a 〔lon 测度通过 L 甲lac e

变换同胚于 S 上的全体有界正定函数的一个子

集
.

应用同胚定理
,

本文推广了局部紧第二可数

空间上的随机测度的相应的经典命题 (无需第二

可数性条件及给出了利用同胚定理的新的较简单

的证明 )
.

1 同胚定理

l ) 产(
e
)

2 ) 尸(
s +

= l :

t ) = 尸(
s
)尸( r )

, s ,
t 任 5

.

设 亏为 s 的全体有界半特征
,

赋予亏从〔一 l
,

l」“ 上遗传下来的逐点 ( p
o i n t w i s e

) 收敛拓扑
.

定义 3 (参看文 「l]
,

4
.

1
.

5) 称 S 上的复

值函数 沪 是正定的
,

若对任意正整数
n ,

任意复

数
e : ,

…
, e 。

和任意
s ; ,

…
, 、 。

任 s 都有

艺华 * * ( sj + 、 ;
) 二 o

以下以
,

刃 ( X ) 或劣记拓扑空间 X 的 Bo rel

域
,

即由 X 的开集生成的
a 一
代数

.

定义 l (参看文 〔1〕
,

2
.

2
.

1) 设 X 为一

Hau sd
o ffr 空间

,

产 为定义在 矛 ( X ) 上的测度
.

称 产 为在 X 上的 R ad on 测度
,

若下列条件满足
:

1) 对 x 的每一个紧子集 c 都有产 ( c ) < oo ;

2 ) 对每一 B 任
.

男都有

产 ( B ) = s u p { 产 ( C ) : C c B
,

C 是紧集 }
.

以下恒设 ( 5
,

+
, 。

) 为一可交换半群
,

有单位

7〔 e
.

定义 2 (参看文 「l]
,

4
.

1
.

1
,

4
.

1
.

2
,

4
.

2
.

1
,

4
.

2
.

2 及 p 9 6 )称函数

尸 户 S
一 , 【一 l

,

l〕

为半群 5 的有界半特征
,

若下列条件满足
:

J
,
k 二 l

注 1 这里的正定函数 沪实际上是实值的
:

设
n 二 l

, 。 ; 二 l
,

分别设
; , = 占

和
占 . = 。 ,

则分别

有 甲(
s + s

) 全 o 和 甲(
e
) 七 o

·

设
几 = 2

, c l = c Z

= l
, 、 1 = s , s : = e ,

则有 2沪(
s
) + 甲(

s + s
) +

州
。
) 七 0

.

故 沪 (
。
) 是实值的

.

引理 l (参看文 [ l 〕
,

4
.

2
.

8 ) S 上的每个

有界正定函数 甲都有积分表示

, (
￡
)
二

{、
(

3
, d。 。̀ ,

, 吕 任 “

其中
,

产 是亏上的有限 R a 〔l o n
测度并且是惟一确

定的
.

由于对于 亏上的每一有限 Ra d o n
测度 召

,

函

数 * ` 3
,
二

{、
(
!
,。 ( d尸 )

, ` 。 5 是有界正定的
,

从

引理 1有下面的推论
.

推论 1 设 产
, 。
为亏上的有限

.

R a d o ll
测度

,

则 产 = 。
当且仅当

、 `
3
,。 `d。 ,

二

{,
(
￡
)
·
( d。 )

, 占 。 、

`
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设 M (幻 为 亏上的全体有限 Rad on 测度
,

H

为亏的一个子集且带有相对拓扑
,

M ( H ) 为 H 上

的全体有限 Rad on 测度
.

本文赋予 M ( H ) 弱拓

扑
,

即使得对 H 上每一有界连续函数 f
,

映射

显然从 产 = 。
可得户

=
舀

.

户
二
舀

.

设 c 为 H 的紧子集
,

则 c 也是亏的

3)设

紧子集
,

户( C )
二

c 〔 城幻
.

因 产

=w
。
( C厅 )

= 。

( C )
= 产 ( CH )

=

( C )
,

所以 产 二 。
.

故叔

、 ( 。 ) 一 (一
,

一 )
,

。 一
{沪

( , )。 ( d。 ) 产且乙是亏的开集
,

则 ` =

时

都是连续的最粗拓扑 (关于弱拓扑
,

例如
,

可参

看文 〔1〕
,

第 2 章的第 3 节 )
.

称 M ( H ) 中的网

( 。
。

) 弱收敛于 。 ` M( )H
,

记为 肠
`

上
。

,

若

(产
。

) 关于弱拓扑收敛于 产
.

根据文〔2」
,

第 4 章的

定理 7
,

[
一 1

,

1 ]
s ,

亏和 H都是全正则空间
,

根据文

【1〕定理 2
.

3
.

1
,

在上面赋予 M ( H ) 的弱拓扑与文

【1〕定义的弱拓扑相同
.

测度 几 任 M ( H ) 的 I月 p l` e
泛函定义为

4 ) 若 召
,`

是 H 的开集
.

l i m i n f声
。

(乙)

故户
。

上户
.

因
= l im i n f产

。

( ` ) 二 产 ( e )
=

户(乙)

。 (
`
)
二

.

{、
(
!
)几( d。 )

, ￡ 任 “

设测度 久任 M ( H )
,

城幻上的函数叉定义为

叉(注 )
== 几(通万 )

,

滩 任 洲亏)
.

引理 2 设 H c 亏
,

几沼
, 。 任 M ( H )

,

(产
。

)是

M ( H ) 中的网
.

则

1 ) 天任 对 (亏) ;

2 ) 匀 (
s
)

=
与 (

s
)

, s 任 S ;

3) 产 二 。
当且仅当户

二
舀;

4) , 。

上档且仅当户
。

上 户
.

证明 1) 显然叉是 双幻上的有限测度
.

现

在证明 叉是 Rad on 测度
.

设 B e 城幻
,

则 戈( B )
=
以 BH )

二

s u p {几( C )
: C 是紧集

,

C c
BH }

= , u p {叉(研 )
:

c 是紧集
,

c e
朋 }

二 , u p }叉( c )
: c 是紧集

,

c 〔

册 } `
s u p {叉( c )

: c 是紧集
,

c c 丑 }
.

故叉是 Rad on 测度
.

2 ) 对固定的
S 。 、

,

设 A、 二
{。 。 ` :

音
二

。 ( ; ) < 立
一

土」 }
,

k = 0
,

土 1
,

土 2
.

…
,

士 。
.

贝d当 。

~ ao 时
,

我们有

反之
,

若户
, `

上户且 ` 是 H 的开集
,

则存在

亏的开集 乙使得 ` 二

时
.

因

l im i n f产 ( G )
二 l i m i n华

。

(乙) 二 户(乙)
二 产 ( G )

故 。
。

上
。

.

定理 1 (同胚定理 )

l) 设 产
, 。 〔 M ( H )

.

则 产 二 。
当且仅 当

杯(
s
)
二
几 (

3
)

, 3 任 5
.

2 ) 设 产 任 M ( H )
,

!产
。

}是 材 (万 ) 中的网
.

则

产
,`

一
产

证明

当且仅当坏
。

(
,
)一 杯 (s ),

: ` &

1) 根据推论 1和引理 2有
产 二 u

仍户
二
口。 今 (s

s 任 S骨今 (
s
)

= 几 (
s

几 (
s
)

,

任 5
.

2 ) 设 。 。

上
。

.

对固定的
。 任 s

,

设 帆 (川
二

尸( ,
)

,

则 沪
:

是 H 上的有界连续函数
.

故

{ ,
(
`
),

。

( d* ,一
{沪

` S
, , `d。 ,

…{,
(

3
)、 ( d。卜 {,

` 3
,“ ( d。 ,

}
二

*

实…{
AH
: `

3
,“ ` d。 ,

一

{
,

: `
!
,“ ( d。 ,

…
`

*

氨奈
` AH

* ’ 二

与 (万 ) ~ o

故对每一
。 呀 S

,

有

{ ,
( S

)、 ( d。 ) =

{、
`￡ ,“ ( d夕 ,

设 与
。

s( ) ~ 与 s( )
, 。 任 .S 根据引理 2, 风

上
, 当且仅当户

。

上户
;`

。

(s) 一酬
;
)

, 。 。 s

当且仅当 今
。

(
`
) ~ 今 (

`
),

` 任 .S 故可以设 。 任

州幻 及设 }产
。

}是 M (幻 中的网
.

不难证明 亏是

闭的
,

故 亏是紧的
,

因而 M (幻 上的弱拓扑与

材 (亏) 上的淡拓扑 (
v a即 e t o p o l o群 ) 相同

.

因为 。 。

(宫)
二

称
。

(
。
) ~ 耳(

e
)
二 , (亏) < +

, ,

故不失一般性可以假设 sfP 风 (亏) < + ,
·

根

据文【l]
,

命题 2
.

4
.

6
,

1产
。

}的每一个子网 }八
,

}都

有一个子网 1产川 淡收敛 (从而弱收敛 ) 到某一

。

“ M (亏)
·

所以有 纬: (
;
) ~ 耳

·

(
。
)

, ; 任 s 和

纬
·

(
s
)

=

称(
:
)

, s ` 5
.

故 召
’ 二 产

,

从而 {产
。

}弱

收敛到 产
.

2 应用
:
局部紧空间上的随机测度

下面是应用的例
,

更多的应用将会在其它文
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:

有界
’

l
吧

特征的同胚定理及其应用

章阐述
.

设 X 是局部紧 H au sd
o rff 空间

,

F 是 X 上的全

体有紧支承的非负连续函数
.

对 fl
,

儿 任 F
,

设 (j’l
+ 儿 ) ( x)

=
f

.
(
;
)

+
几 (

二
)

, 二 任 X
,

则 fl
十
几 〔 F

.

再设
。
( x)

= O
, x 任 X

.

则 ( F
, + , 。 )是一个可交换

半群
,

有单位元
。

.

称泛函 T : F ~ 【0
,
十 ao )为 F 上的正线性泛

函
,

若 (T
。 ) = 0且 (T fl + 几 ) = (T fl ) + (T 儿)

,

fl
,

儿 〔 F
.

设 户为是 F 上的全体正线性泛函并赋

于 户从「o
,

+ o0 )
卢
遗传下来的逐点收敛拓扑

.

设

户是 F 的全体有界半特征
,

户
+ : =

}尸 任 户
: 0 < 尸 (f ) ` 1

,

f 〔 F }

对固定的 T ` 户
,

设 内 (f)
= 。 一 了(f)

,

f 任 F
.

则 尸: 任 户
,

.

下面的引理是显然的
.

引理 3 映射 甲 : 户~ 户
+ ,

T ~ 尸:
是同胚映

射
.

定理 2 ( iR es z
表现定理

,

例如可参看文

「1〕
,

推论 2
.

2
.

3) 设 X 是一局部紧 H au sd o
ffr 空间

,

砂 ( x) 是 x 上全体有紧支承的实值连续函数
.

则

存在着在 :(C ( X ) 上的全体正线性泛函 T 和 X 上

的全体 Rad on 测度 产 间的由下式给出的 1 一 l 对

应
:

(T f)
=

恤
。

,

, 。 cC ( x)

设 M为 X 上的全体 Rad on 测度且赋予 M淡

拓扑
,

即使得对每一 f 任 F
,

映射 M ~ 「0
, + oo )

,

。 一
djf

。 都是连续的最粗拓扑
.

对 。 。 M
,

设

:
,

f()
=

加
。

,

, 。 ;
.

则 :
,

。 `
.

引理 4 映射 笋
:
M ~ 户

,

刀 ~ 孔 是同胚映

射
.

证明 根据定理 2
,

价是 l 一 1映射
.

对于 M

中的网 }产
。

} 和 产 任 M
,

我们有

概率测度且 娜( f)
= L即

一 ,

( f)
,

f 任 F
.

证明 根据推论 2
,

沪是同胚映射
,

故 即
一 `

是丸 上的 Rad o 。
概率测度

.

又对每一 f 〔 F 都有

: 、 一
(、 ) =

{
`

。 ( , )即
一 , ( d。 )

口 户
+

{俨
( 。 ) ( f )尸 ( d。 )

=

定理 3

1 )
一

设 尸
,

Q 任 D
,

= L。 (f )
,

f 任 F
.

{;
一

沁
( d。 ,

=

酬 f)

则 尸 =
Q当且仅当 L。 (f)

2) 设 尸 〔 D
,

(尸
。

)是 D 中的网

当且仅当 L ,
(f) ~ L,

( f)
,

f 〔 F
.

W
,

则 尸
。

一
尸

证 明 由推论 2
,

定理 1及引理 5 有

l ) 尸 = Q幼即
一 ’ =

即
一 ’
骨 L即

一 ,

(f)
=

L脚
一 ’

(f )
,

f 任 F骨 L , (f ) = L。 (f )
,

f 〔 F
.

2)P
。

上
尸伪 nwP

一 ,

上 即
一 `
骨娜

一

f() 一

L御
一 ’

f( )
,

f 任 F o L气 (f ) ~ 与 ( f) ,f 任 .F

设 (门
, .

9 尸 ) 为一概率空间
,

称映射 泞: 几 ~

M 为随机测度
,

若 誉为 另 ;双 M ) 可测的且 兴
一 ’

是 M 上的 Rad on 测度
.

以 R ( M )记 M 上的全体随

机测度 (若 尸 是 M 上的 Rad on 概率测度
,

设 (口
,

.

9 尸 ) =
( M

,

双 M )
,

尸 )
,

映射 誉: 日 ~ M 为恒等

映射
,

则 右任 R ( M )
.

故每一 尸 任 D 也可 以看作

是一随机测度 )宁任 R ( M ) 的 aL p lac 泛函定义为

乓 ( f )
=

即 L。 (f )
= L兴

一 `

( f )

L兴
一 ’

( f )
,

f 任 F

=

{矿
一

恤兴
一 ’
( d“ ’ =

{了
一

加
“ 田 ’ p `d田 ,

,

f ` 尸

。
。

一 。

小
。

。

一
灿

。
,

, 。

F骨耳
。

(f) ~ 耳 (f)
,

f ` F 。 耳
。

~ 耳

故 笋是同胚的
.

从引理 3和引理 4 可以直接得到下面的推论
.

推论 2 映射 沪: = 协
。

卿 M ~ 户
、

是同胚

映射
.

设 D 是 M 上的全体 Rad on 概率测度
.

尸 任 D

的 aL lP ac e
泛函定义为

t,,f( 卜 {
、 巴一

沁
(、 f ` 厂

引理 5 设 尸任 D
,

则即
一 ’
是 户

、

上的 Rad on

从上面定理 3 可以得到下面的推论
.

推论 3

1 ) 设 :
,

任 (R M)
.

则 : 二档且仅当 L。 (f)
=

乌( f )
,

f 任 F
.

2 )设 (宁
I`

) 是 尺 (肛 ) 中的网
,

泞任 尺 (何 )
.

则 宁
,`

上
: 当且仅当气

`

f() 一 侧 f)
,

任 .F

上面的例中
,

如果再设 X 是第二可数的
,

可

以证明
,

文「3〕中所述局部有限测度就是 Rad on 测

度
.

而定义在
.

拭 M ) 上的概率测度也是 R ad on 概

率测度
.

故在上例中的随机测度的定义与文仁3 ]

中的定义相同
.

推论 3 是文「3」的相应的经典结

果 (参看文「3」
,

定理 3
.

1和定理 4
.

2) 的改进 (无

需第二可数性条件及给出了利用一般性定理的新

的较简单的证明 )
.

(下转第 巧 页 )




