
强非线性对称振子周期振动的一种解法
 

黄 彪
1
, 靳祥鹏

2
, 邬华东

1

( 1.中山大学应用力学与工程系, 广东 广州 510275;2.中山大学管理学院, 广东 广州 510275)

摘　要:给出一类强非线性对称振子周期振动的一种解法。此法先将常微分方程的求解问题化为积分方程的求

解;再利用增量法的思想及谐波平衡原理, 将积分问题化为求解谐波项系数的线性代数方程;最后给出本法的应

用。
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　　许多工程技术问题可以归结为形如下式的强非

线性对称振子:

ẍ +g ( x) =εf ( x , ﹒x) ﹒x ( 1)

这里,

g(-x) =-g( x) , f (-x, -﹒x ) =f ( x, ﹒x ) ( 2)

分别是变量的非线性函数, ε是参数。求解振子

( 1) 的较有效的方法有新的渐近法
[ 1]
、 椭圆函数

法
[ 2]
、频闪法

[ 3]
、推广 L_P 法

[ 4]
、 增量谐波平衡法

( IHB)
[ 5]
和摄动增量法 ( PI)

[ 6]
等 。本文利用振子

( 1) 的对称振动特性, 给出一种称为频率增量法的

简便算法 。算例表明, 本法精度良好。

1　频率增量法

式 ( 1) 中, (·) =
d( )
dt , (··) =

d
2
( )
dt

2

设振子 ( 1) 满足文 [ 4] 关于周期解的存在条

件, 且周期解假设为

x =acos φ, ﹒x =-aω(φ) sin φ ( 3)

其中, a 是振幅

ω( φ) =φ
·
, ω( φ+2π) =ω( φ) ( 4)

是瞬时频率。将式 ( 3) 和 ( 4) 代入式 ( 1) , 得

-aω
d
dφ

( ωsin φ) +g ( acos φ) =

-εaf ( acos φ, -aωsin φ) ωsin φ

将-a sinφ同乘以上式 2边并积分, 可得

a
2

2
(ωsin φ)

2
=v
-
( a, φ) +εα

2

∫
 

0
F( a, ω, θ)dθ　(5)

上式中,

v( a, φ) =U( a) -U( acos φ)  a
2
v( a, φ) ( 6)

F( a, ω, φ) =f ( acos φ, -aωsin φ)ωsin
2
φ (7)

U( x) =∫
 

0
g( y ) dy ( 8)

　　式 ( 5) 将微分方程 ( 1) 表示为以相角 φ为自

变量 、 瞬时频率 ω=ω( φ)为未知函数的积分方程 。

式 ( 5) 中, 令 φ=2π得

∫
2π

0
F ( a, ω, φ, θ) dθ=0 ( 9)

　　联立式 ( 5) 和式 ( 9) , 原则上可确定振子

( 1) 的振动频率 ω( φ) 及振幅 a 。然而精确满足式

( 5) 中的 ω( φ) 一般难以寻求。考虑到条件 ( 2) ,

给出频率增量法如下:

( 1) 先考虑ε充分小的情形

此时, 设式 ( 1) 对应零阶近似解为

x =a0cos φ, x =-a0ω0sin φ

其中, a0 和 ω0由以下 2式确定

ω0 ( φ) =
2v ( a0 , φ)
|sin φ|

( 10)

∫
2π

0
F ( a0 , ω0 , φ) dφ=0 ( 11)

　　设满足式 ( 1) 的 ω( φ) = ω0 ( φ) +Δω, 将式

( 5) 在 ω0 ( φ) 附近展开为频率增量 Δω的 Taylor 级

数, 略去 Δω的二阶以上的项, 得到线性方程

( ω0sin
2
φ) Δω-ε0∫

φ

0
(  F
 ω

) Δωdθ=

-
1
2 ( ω0sin φ)

2
+v( a0 , φ) +ε0∫

φ

0
F( a0 , ω0 ,θ)dθ( 12)

上式中
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(
 F
 ω

) 0 =
 
 ω

F ( a, ω, θ) |a=a
0
, ω=ω

0

　　为了确定 Δω, 将式 ( 12) 中的 Δω及有关量

展开为Fourier级数 (取前 m 项) 并利用谐波平衡

原理, 得到以频率增量 Δω的 Fourier 系数 ΔCi ( i

=0, 2, 4, …, 2m ) 和 ΔDj ( j =0, 2, 4, …,

2m) 为独立变量的线性代数方程组

AZ =R ( 13)

其中, A =( Ai, j ) ( i , j =0, 1, 2, …, 2m) 是2m +1阶

方阵,

Z = (ΔC0 , ΔC2 , …,ΔC 2m ,ΔD1 ,ΔD2 , ΔD4 , …,

ΔD 2m )
T

R =( R0 , R1 , …, R2m )
T

是 2m +1个元素的列阵, A和 R的元素由相关各量

的富氏系数确定 。

每求解 1次方程组 ( 13) , 得到 1组 ΔC2i , ΔD 2i

( i =0, 1, 2, …, m) , 可修改 1次瞬时频率

ω( φ) =ω0 ( φ) +Δω=

ω0 ( φ) +∑
m

i=0
( ΔC2icos 2iφ+ΔD2 i sin 2iφ)

　　将上式代入式( 9) 可求得 a ,将此步骤求得的 a

和ω( φ) 作为下一迭代步骤的初值 a0和 ω0 ( φ)继续

求解,直至 Rn ( n =0, 1, 2, …, 2m ) 小于给定的精度,

便可得到参数ε=ε0时的振幅 a及瞬时频率ω( φ) 。

( 2) 若参数 ε较大,一次求解难以收敛, 可先求

解ε0 <1(或 ≈0) 时的情况,取εk =εk-1 +Δεk ( k =

0, 1, 2, …) ,直至 εk =ε。

2　应　用

讨论广义Van der Pol振子

x
¨
+x =ε( 1 -9x

2
+5x

4
) x
·

( 14)

的周期振动。这里,

g( x) = x, U( x ) =
x
2

2
, f ( x, x

·
) =1-9x

2
+5x

4
,

有 g ( -x ) =-g ( x ) , f ( -x, -x
·
) =f ( x, x

·
) , 即系

统( 14)是对称振子 。由式( 6) , ( 10)和( 7)可得

 v ( a, φ) =
1
2
sin

2
φ, ω0 (φ) =1

F( a, ω, φ) =(1-9a
2
cos

2
φ+5a

4
csc

4
φ) ω(φ) sin

2
φ

　　将式 ω0 ( φ) =1代入式( 11) 求得系统( 14)

的 2个零阶振幅 a
(1)
0 ≈0.723, a

(2)
0 ≈1.719。分别以

a
( 1)
0 , a

( 2)
0 及ω0 ( φ) =1为初值,在式( 14) 中令ε=0,

Δεk =0.5( k =1, 2) , 即取 ε=0.5和1, m =20时,

可求得对称振子( 14) 分别有 2个周期解, 振幅分别

为 a
(1)
1 =0.722, a

( 2)
1 =1.753及 a

( 1)
2 =0.723, a

( 2)
2 =

1.748 。瞬时频率

ω
( j)
k (φ) =∑

m 2

i=0
( C

( j)
2i, kcos 2iφ+D

( j)
2i, k sin 2iφ) 　( j , k =1, 2)

的系数 C
( j)
2 i, k 和D

( j)
2 i, k ( i =0, 1, 2, …, 10;j , k =1, 2)

见附表(此略) 。由文[ 4] 可知 a
( 1)
k , ω

( 1)
k 和ω

(2)
k , a

(2)
k ( k

=1, 2) 对应的解分别稳定和不稳定, 其相图与四

阶龙格库塔法的比较分别见图 1。

图 1　方程 ( 14) 的相图

a ε=0.5;b ε=1;

Fig.1　The phase diagram of equation ( 14) with ε=0.5

( a) and ε=1 ( b)

……本法计算的不稳定解　———本法计算的稳定解

★龙格库塔法
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Abstract:A solution to the periodic vibration of strongly nonlinear symmetric oscillators is given.First the ordinary dif-

ferential equation is transformed into the integral equation.And then the integration equation is transformed into linear al-

gebraic eguation, employing the idea of the incremental method and the principle of the harmonic balance.Finally, an

application of the present method is given.
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