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摘　要:证明了有阻尼而没有M arangoni效应的 Kdv_Ksv方程在 R 上存在整体吸引子。
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　　本文考虑具有阻尼的, 没有 Marangni 效应的

Kdv_Ksv方程如下:

ut +2α1 uux +α2 uxx +α3 uxxx +

α4 uxxxx +γu = f ( x ) ( 1)

u( x, 0) = u0　x ∈ R( αi >0, i =1, …, 4) ( 2)

　　文 [ 1] 对该方程在有界区域解的长时间性态

进行了深入的研究。本文考虑该系统在无界区域的

情况, 将证明问题 ( 1) 和 ( 2) 在 H
2
( R) 上拥有 1

个整体吸引子。由于 H
s
(R) 嵌入 H

s1
( s > s

1
) 是非

紧的, 本文利用算子分解技术和Kuratowskii　α_测

度证明半群 S ( t ) 的渐近光滑性, 最后用文 [ 2] 中

定理证明整体吸引子的存在。

引进记号:■= 
2
/  xx ,  =   x , H

s, p
( 1 ≤

p <∞) 是通常的Sobolber空间, H
s
( R) =H

s ,2
( R) ,

‖· ‖, (··) 分别表示 L
2
(R) 中的范数和内积 。

1　先验估计及解的存在性

在上面引入的记号下, 问题 ( 1) 和 ( 2) 变为

u t +α4■
2
u +α3 ■u +

α2■u +α1 u
2
+γu = f ( x) ( 3)

u( x, 0) =u0, x ∈ R(αi >0, i =1, 2, 3, 4 ) (4)

　　引理 1　当 2α4 -α2 >0, 2γ-α2 -1 >0, 若

f ( x) ∈ L
2
(R) , u0 ∈ L

2
( R) 则

u( t ) ∈ L
∞

(R
+
, L

2
(R) )

且

‖ u( t ) ‖
2
≤ ‖ u

2
‖ -

‖ f ‖
2γ-(α2 +1) ·

exp{-[ 2γ-(α2 +1) ] t}+ ‖ f ‖
2

2γ-( α2 +1)

于是当 ‖ u0 ‖
2
≤ρ时, 存在 t1 ( ρ) >0 , 使

得对  t > t1 (ρ) , 有

‖ u( t ) ‖
2
≤1+

‖ f ‖
2

2γ-(α2 +1)

　　证明　用 u与 ( 3) 式在 L
2
(R) 中取内积

1
2  t ‖ u ‖

2
+α4 ‖■u ‖

2
+γ‖u ‖

2
=

( f ( x) , u) -α1 (  u
2
, u) -α2 ( ■u, u)

由于 (  u
2
, u) =0, |( u, ■u) |≤

‖u ‖
2
+‖■u ‖

2

2
, |( f , u)|≤

‖ f ‖
2
+‖ u ‖

2

2
,

于是  t ‖ u ‖
2
+( 2α4 -α2 ) ‖■u ‖

2
+( 2γ-α2 -

1) ‖ u ‖
2
≤‖ f ‖

2
,用 Gronwall不等式即得引理 1。

　　引理 2　当 2α4 -α2 -α1 >0 , 2γ-(α1 +α2 +

1) >0 , 若 f ∈ H
1
( R) , u0 ∈ H

1
(R) , 则 u( t ) ∈

L
∞

( R
+
, H

1
(R) ) 。进而存在 t 2 (ρ) >0, 对  t ≥

t 2 (ρ) ,当 ‖  u0 ‖
2
≤ρ, 有 ‖ u( t ) ‖ ≤M1 , ( M1

为常数) 。

证明　用 -■u与 ( 3) 式作内积, 并注意到:

α1 (  u
2
, -■u) =α1 ( u

2
,  ■u) ≤

α1 ‖u ‖L
∞ ‖u ‖ ‖ ■u ‖ ≤

cα1 ‖u ‖
3
2 ‖  u ‖

1
2 ‖  ■u ‖ ≤

α1

2 ‖  ■u ‖
2
+c‖u ‖

3
‖■u ‖ ≤

α1

2
‖ ■u ‖

2
+
α1

2
‖ u ‖

2
+c0 ‖u ‖

6

于是
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 t ‖ u ‖
2
+(2α4 -α2 -α1) ‖ ■u‖

2
+

( 2γ-α2 -α1 -1) ‖ u ‖
2
≤c1 +‖ f ‖

2
(5)

用Gronwall不等式, 即得引理 2。

引理 3　当2α4 -α2 -α1 >0 , 2γ-( α1+α2+

1) >0 , 若 f ∈ H
2
( R) , u0 ∈ H

2
(R) , 则 u( t ) ∈

L
∞

(R
+

, H
2
(R) ) 。进而有 t 3 (ρ) >0, 使对  t ≥

t3 ( ρ) ,当 ‖■u0 ‖ ≤ρ, 有 ‖■u( t ) ‖
2
≤M2 ,

( M2 为常数) 。

证明　用 ■
2
u 与 ( 3) 式在 L

2
(R) 中取内积,

1
2
 t ‖■u ‖

2
+α4 ‖ ■

2
u ‖

2
+α2 ( ■u, ■

2
u) +

α1 (  u
2
, ■

2
u) +γ‖■u ‖

2
≤‖■f ‖‖ ■u ‖

注意到

α1 (  u
2
, ■

2
u) =2α1 ( u u, ■

2
u) ≤

2α1 ‖u ‖L
∞ ‖ u ‖ ‖■

2
u ‖ ≤

cα1 ‖ u ‖
1
2 ‖ u ‖

3
2 ‖■

2
u ‖ ≤

α1

2
‖■

2
u ‖

2
+c2 ‖u ‖ ‖ u ‖

3
,

α2 ( ■u, ■
2
u) ≤

α2

2
[ ‖■u ‖

2
+‖■

2
u ‖

2
]

因此, 有

 t ‖■ u ‖
2
+( 2α4 -α1 -α2 ) ‖ ■

2
u ‖

2
+

( 2γ-α2 -1) ‖ ■u ‖
2
≤ c3 +‖■f ‖

2

再用Gronwall不等式即得引理 3.

引理 4　在引理 3的条件下, 对  t > t 2 +1 ,

有:‖ ■u( t) ‖
2
≤M3 。

证明　用 -■
3
u 与 ( 3) 式在 L

2
(R) 中取内积,

1
2
 t ‖ ■u‖

2
+α4 ‖ ■

2
u‖

2
+γ‖ ■u ‖

2
+

α2(■u, -■
3
u) +α1 (■u

2
,  ■

2
u) =(  f ,  ■

2
u)

注意到 ‖α1 ( ■u
2
, - ■

2
u) ‖ ≤

1
4 α1 ‖ ■

2
u ‖

2
+c4 ‖■u

2
‖

2
,

|α2 ( ■u, -■
3
u ) ≤

1
2
α2 [ ‖  ■

2
u ‖

2
+‖ ■u ‖

2
] +

‖ (  f ,  ■
2
u) ‖ ≤

1
4
α1 ‖  ■

2
u ‖

2
+c5 ‖  f ‖

2

　　由引理1至引理 3得到 ‖ ■u
2
‖

2
≤ c6 , 因此

 t ‖ ■u ‖
2
+( 2α4 -α1 -α2 ) ‖  ■

2
u ‖

2
+

( 2γ-α2 ) ‖  ■ u ‖
2
≤ c7 +c8 ‖  f ‖

2

 t ‖ ■u ‖
2
+( 2γ-α2 ) ‖ ■u ‖

2
≤

c7 +c8 ‖  f ‖
2
= k1 ( 6)

由 ( 5) 式有

 t ‖  u ‖
2
+( 2α4 -α2 -α1 ) ‖  ■u

2
‖ ≤

c1 +‖ f ‖
2
= k2

( 2α4 -α2 -α1 )∫
t+1

t
‖  ■u ‖

2
dτ+

‖ u( t +1) ‖
2
≤ k2 +‖ u( t ) ‖

2

　　用引理 2 可得到∫
t+1

t
‖ ■u ‖

2
dτ≤ k3 , 对

( 6) 式用一致的Gronwall不等式可得到引理 4.

定理 1　若 2α4 -α2 -α1 >0, 2γ-α2 -α1 -

1 >0, 且 f ( x) ∈ H
2
(R) , u0 ∈ H

2
( R) , 则( 3) 和

( 4) 式存在惟一解 u( t ) ∈ L
∞

(R
+

, H
2
( R) ) , 进而解

算子 S( t ) :H
2
(R) →H

2
(R) 连续, 且有有界吸收集

B  H
2
( R) 。

由于此证明是用标准方法 (见文 [ 1] ) , 因而

在此略去。

2　分　解

设 δL( η) ∈ C
∞
0 ( R) , 满足 0 ≤δL (η) ≤1 , 并且

δL (η) =
1　‖x ‖ ≤L

0　‖x ‖ ≥1+L

则对任意 η∈ ( 0, 1) , 存在 L( η) >0 , 使得

‖ f -fη‖
2
H

2 ≤η, fη
d

f ·δL (η)

‖ u
2
- u

2
·δL (η) ‖

2
H

1 ≤η

　　设 uη=S 1η( t ) u0 是满足下列问题的解:

uηt +α4■
2
uη+α3 ■uη+α2■uη+ruη=

f -fη-α1 u
2
( 1-δL ( η) ) ( 7)

uη( x, 0) =u0 ( 8)

　　则 vη=S2η( t ) u0 =S ( t ) u0 -S1η( t ) u0满足

vηt +α4■
2
vη+α3 ■Vη+α2■Vη+rvη=

fη-α1  u
2
δL ( η) ( 9)

vη( x, 0) =0 ( 10)

　　引理 5　在定理 1的条件下, 存在常数 Cq 使得

对任意 η∈ ( 0, 1) , 分别对 t >0 , t >t
＊

(  t
＊
>

0 ) , 有

‖uη‖
2
, ‖ uη‖

2
, ‖■uη‖

2
, ‖ ■ uη‖

2
≤Cq

‖uη‖
2
, ‖ uη‖

2
, ‖■uη‖

2
, ‖ ■uη‖

2
≤Cη

　　证明　用 uη与 ( 7) 式在 L
2
(R) 中取内积,

1
2
 t ‖uη‖

2
+α4 ‖■uη‖

2
+γ‖uη‖

2
≤

‖ f -fη‖‖ uη‖ +α1 ‖ u
2
( 1-δL( η) ) ‖ ·
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‖ uη‖ +α2 ‖■uη‖ ‖uη‖ ≤

‖uη‖
2
 2 +α1 ‖uη‖

2
 2+

α2 [ ‖■uη‖
2
+‖uη‖

2
] 2+Cη,

 t ‖ uη‖
2
+( 2α4 -α2 ) ‖ ■uη‖

2
+

( 2γ-α2 -α1 -1) ‖ uη‖
2
≤Cη

由此 ‖ uη( t ) ‖
2
≤

‖u0 ‖
2
exp(-bt) +

cη
b
[ 1 -exp(-bt ) ]

其中, b =2γ-( α1+α2+1) 进而 ‖uη‖
2
≤Cq对

 t >0 , η∈ ( 0, 1)

取 t1 = t 1 (ρ) >0 , 使得

‖u0 ‖exp(-bt ) ≤ρexp(-bt) <η

则 ‖uη‖
2
≤C10η t ≥ t1

用-■uη与( 7) 式在 L
2
(R) 中取内积, 有

1 2 t ‖ uη‖
2
+α4 ‖ ■uη‖

2
+γ‖ uη‖

2
≤

1 2α2[ ‖  ■uη‖
2
+‖ uη‖

2
] +

1 2‖ uη‖
2
+1 2α1 ‖  uη‖

2
+cη

于是

 t ‖ uη‖
2
+( 2α4 -α2 ) ‖  ■uη‖

2
+

b‖  uη‖
2
≤ cη ( 12)

其中, b =2γ-α1 -α2 -1

用Gronwall不等式, 类似于 ( 11) 式, 有

‖  uη‖ ≤C9 , ‖  uη‖ ≤C10 ,

η t > t 2 , η∈ ( 0, 1)

　　用-■
3
uη与 ( 7) 式在 L

2
( R) 中取内积,

1
2  t ‖  ■uη‖

2
+α4 ‖  ■

2
u ‖

2
+

γ‖ ■uη‖
2
≤
α1

4
‖ ■

2
uη‖

2
+C‖  f -

 fη‖
2
+
α1

4
‖  ■

2
uη‖

2
+C ‖■u

2
( 1-

δL (η) ) ‖
2
+

1
2
α2[ ‖  ■uη‖

2
+‖ ■

2
uη‖

2
]

于是

 t ‖  ■uη‖
2
+( 2α4 -α2 -α1 ) ‖  ■

2
uη‖

2
+

( 2γ-α2 ) ‖ ■uη‖
2
≤Cη ( 13)

由 ( 12) 式得到

( 2α4 -α2 )∫
t+1

t
‖ ■uη‖

2
dτ≤

Cη+sup
t>0
‖ uη( t ) ‖

2

对 ( 13) 式用一致的Gronwall不等式, 有

‖ ■uη‖ ≤C11

　　为证明空间嵌入的紧性, 引入加权范数

‖ xvη‖, ‖x  vη‖, ‖ x■vη‖ 。

引理 6　在定理 1 条件下, 存在常数 ρ1 (η) ,

ρ2 ( η) , ρ3 (η) 使得

‖ xvη‖
2
≤ρ1 ( η) , ‖x vη‖

2
≤

ρ2 (η) , ‖ x■vη‖
2
≤ρ3 ( η)

　　证明　用 x
2
vη与 ( 9) 式在 L

2
(R) 中取内积,

注意到

α4 ( ■
2
vη, x

2
vη) =α4 ‖ x■vη‖

2
+

4α4 ( ■vη, x vη) -2α4 ‖ ■vη‖
2
,

(  ■vη, x
2
vη) =

-( ■vη, 2xvη) -( ■vη, x
2
 vη) =

-( ■vη, 2xvη) -( vη, x
2
 ■vη) -

( vη, 4 x■vη) -( vη, 2 vη) =

-6( ■vη, xvη) -(  ■vη, x
2
vη) -2( vη,  vη)

因而

α3 (  ■vη, x
2
vη) =

-3α3 ( ■vη, xvη) -α3 ( vη,  vη)

于是

 t ‖xvη‖
2
 2+α4‖x■vη‖

2
+γ‖xvη‖

2
≤

‖xvη‖
2
 6+C1 ‖ ■vη‖

2
+2α4‖ vη‖

2
+

‖xvη‖
2
 6+C2 ‖■vη‖

2
+α3 ‖vη‖‖ vη‖ +

α2[ ‖x■vη‖
2
+‖xvη‖

2
] 2+C3 ‖xfη‖

2
+

‖xvη‖
2
 6+α1‖xvη‖

2
 2+C4 ‖x u

2
δL( η) ‖

2
( 14)

　　注意到 u , uη在 H
3
(R) 中有界, 因而 vη在

H
3
(R) 中有界, 又由于 fη ,  u

2
δL( η) 有紧支集, 所

以 ‖ xfη‖ , ‖x  u
2
δL( η) ‖ 有界.由此, ( 14) 式

变为

 t ‖xvη‖
2
+( 2α4 -α2 ) ‖ x■vη‖

2
+

( 2γ-α1 -α2 -1) ‖xvη‖
2
≤C (η)

于是 ‖xvη( t ) ‖
2
≤ρ1 ( η) ,  t >0

对 ( 9) 式关于 x 微分, 有

■vηt +α4■
3
vη+α3 ■

2
vη+α2■

2
vη=

■fη-α1■(  u
2
·δL (η) ) ( 15)

用 x
2
■vη与 ( 15) 式在 L

2
(R) 中取内积, 注意到

α4 ( ■
3
vη, x

2
■vη) =α4 ( ■

2
vη, ■( x

2
■vη) ) =

α4 ‖ x■
2
vη‖

2
+4α4 ( ■

2
vη, x ■vη) -

2α4 ‖ ■vη‖
2
, (  ■

2
vη, x

2
■vη) =

-( ■
2
vη, x

2
 ■vη) -( ■

2
vη, 2x ■vη) =

-6( ■vη, x ■
2
vη) -( ■vη, x

2
 ■

2
vη) -

2( ■vη,  ■vη) , α3 (  ■
2
vη, x

2
■vη) =

-3α3 ( ■vη, x ■
2
vη) -α3 ( ■vη,  ■vη) -
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α1 ( ■(  u
2
δL( η) ) , x

2
■vη) =

-α1 (  u
2
δL (η) , x

2
■

2
vη) -

α1 (  u
2
δL( η) , 4x ■vη) -2α1 (  u

2
δL( η) , ■vη)

则

 t ‖x■vη‖
2
 2+α4‖x■

2
vη‖

2
+γ‖x■vη‖

2
≤

α1 ‖x■
2
vη‖

2
 6+C5 ‖ ■vη‖

2
+

2α4 ‖ ■vη‖
2
+α1 ‖x■

2
vη‖

2
 6+

C6 ‖■vη‖
2
+α3 ‖■vη‖‖  ■vη‖ +

α2 [ ‖x■
2
vη‖

2
+‖x ■vη‖

2
] 2 +

‖x ■vη‖
2
 2 +C7 ‖ x■fη‖

2
+

α1 ‖ x■
2
vη‖

2
 6 +C8 ‖ x u

2
δL (η) ‖

2
+

4α1 ‖x  u
2
δL ( η) ‖‖  ■vη‖ +

2α1 ‖  u
2
δL( η) ‖ ‖■vη‖

从而得到

 t ‖ x■vη‖
2
+( 2α4 -α1 -α2 ) ‖ x■

2
vη‖

2
+

( 2γ-α2 -1) ‖ x■vη‖
2
≤C9 ( η)

于是 ‖x ■vη‖
2
≤ρ3 (η) 　　 t >0

而 ‖x  vη‖
2
=∫x

2
 vη vηd x =

-2∫x  vηvηd x -∫x
2
■vηvηd x ≤

2‖ xvη‖
2
+‖ x■vη‖ ‖xvη‖ ≤ρ2 ( η)

至此, 引理6证毕。 　　

3　整体吸引子的存在性

假若 f ( x) ∈ H
2
(R) , S ( t ) 是方程( 1) , ( 2)生成

的解半群, 前面已经证明了 S ( t ) 在 H
2
(R) 中有有

界吸收集, 这一部分将利用 Kuratowskii α非紧测度

来证明ω( B ) 的紧性, 并由此得到紧吸引子。

Banach空间 E 中集合A的α-非紧测度定义为

α( A)
d

inf{d|d( A) <d}

其中, d( A) 为 A 的有限覆盖的小球的直径。由文

[ 2, 3] 得

α( A ∪ B ) ≤α( A) +α( B) ;α( A) =0

若 A在E 中紧, 下面叙述并证明本文的主要结果 。

定理 2　设 2α4 >α1 +α2 , 2γ>α1 +α2 +1 ,

f ( x ) ∈ H
2
(R) , S ( t ) 是方程 ( 1) , ( 2)生成的解半

群.则 A=ω( B ) = ∩ ∪
S≥0 t≥S

S ( t ) B是S( t ) 在 H
2
( R)

中的整体吸引子 。其中, 闭包在 H
2
(R) 中取, B 是

S( t ) 在 H
2
(R) 中的有界吸收集。

证明此定理需要下面紧嵌入引理 。

引理 7
[ 4, 5]
　设 s > s1是整数, 则

H
s
(R

n
) ∩ H

s
1 (R

n
, ( 1 + x

2
) dx ) 嵌入 H

s
1 ( R

n
)

是紧的 。

定理2 证明 　由引理 6 和引理 7 知道由条件

( 9) , ( 10) 所确定的 S 2η( t) 在 H
2
(R) 上紧。 B  

H
2
(R) 有界, 有

α( S2η( t ) B) =0,  t ≥0

使得 ‖S 1η( t ) u0 ‖ <ε,  t ≥ t ＊, u0 ∈ B

因此 α( S ( t ) B ) ≤

α( S1η( t ) B) +α( S2η( t ) B) =α( S1η( t ) B ) ≤ε

从而 lim
t→0
α( S ( t ) B) =0

即 S( t ) 是渐近光滑的。用文 [ 2] 中定理, 就可完

成定理 2的证明。
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Global Attractor for Damped Kdv_Ksv Equation in an Unbounded Domain

GAO Ping, ZHAO Yi

( Department of Mathematics, Sun Yat_sen (Zhongshan) University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:The existence of global attractor for damped Kdv_Ksv equation without Marangoni effect in R is obtained.

Key words:global attractor;absorbing set;decomposition of operator;Kdv_Ksv equation
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