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摘　要:利用广义 Riccati技巧 、 积分平均与完全平方技巧以及微分不等式理论, 讨论了一类高阶非线性微分方

程的振动性并得到一些新的振动准则。
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　　考虑具有阻尼项的 n 阶非线性微分方程

x
( n)

( t ) +p( t ) x
( n-1)

( t ) +

f ( t , x[ τ0 1 ( t) ] , …, x[ τ0 m( t ) ] , …, x
( n-1)
[ τn-1, 1 ( t ) ] , …, x

( n-1)
[ τn-1, m ( t ) ] ) =0 ( 1)

其中, n 为偶数, t ≥ t 0 ,且满足下面 3个条件:

1) p ∈ C ( I, R0 ) 且对每个 t ≥ t0 , lim
t※∞∫

t

 t
exp -∫

s

 t
p( τ) dτds =∞, 其中, I =[ t 0 , ∞) , R0 =[ 0, ∞) ;

2) 函数 τki ∈ C( I , R) , 且 lim
t※∞
τ0i ( t ) = ∞, k =0, 1, …, n -1, i =1, 2, …, m ;

3) 函数 f ∈ C( I ×R
m×n

, R) 满足下列估计

f ( t , x0 1 , …, x0 m , …, xn-1, 1 , …, xn-1, m) sgn x01 ≥q( t ) ∏
m

i=1
|x0 i |

α
i ,

对 x0ix01 ≥0 　( i =1, 2, …, m)

其中, αi ( i =1, 2, …, m ) 是非负常数, ∑
m

i=1
αi =1, q ∈ C( I, R0 ) 且 q( t ) 在任意区间[ t

＊
, ∞) 上不恒等于零。

以下总假设方程( 1) 的解 x( t ) 可延拓到整个右半轴且不最终恒为零,即 x( t ) 在某个[ Tx , ∞) 上定义且

对每个 T ≥Tx 满足sup
t≥T
{|x( t) |}>0。方程( 1) 的这样一个解如果具有任意大的零点,则称之为振动的;如果

它最终为正或最终为负, 则称之为非振动的。

方程 ( 1) 及其特殊情形如二阶非线性常微分方程

x″( t ) +p( t ) f ( x( t ) ) g( x′( t ) ) =0

等的振动性问题, 多年来得到许多专家学者 的一直关注, 也取得了一系列好的结果
[ 1-7]

。文 [ 1] 假设 1)

和 2) 满足, 且 3) 被替代为

3′) 函数 f ∈ C ( I ×R
m×n

, R) 满足下列估计

f ( t , x01 , …, x0m , …, xn-1, 1 , …, xn-1, m ) sgn x01 ≥q( t ) ∑
m

i=1
αi |x0i |,

对 x0ix01 ≥0 　( i =1, 2, …, m)

其中, αi ( i =1, 2, …, m ) 是非负常数, ∑
m

i=1
αi >0, q ∈ C( I, R0 ) 且 q( t ) 在任意区间[ t

＊
, ∞) 上不恒等于零,

并研究了方程( 1) 的解的振动性。很明显, 条件 3) 和 3′) 不同, 它们所反映的方程( 1) 的类型也不同,而且在

讨论中所使用的技巧也有所区别。因此这样进一步的研究有意义,得到的振动准则也是新的。

本文利用广义 Riccati技巧 、积分平均与完全平方技巧以及微分不等式理论,进一步讨论了高阶非线性

微分方程( 1) 的振动性, 给出不同于文[ 1] 的新的振动准则,并就二阶的情形得到了更为有效的判别准则。
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1　基本引理

下面3个引理将在本文定理的证明中用到 。第1个引理是著名的Kiguradze引理;第2个可参见文[ 1] 或

[ 2] ;第 3个可类似文[ 3] 中的引理 3证得 。

引理1　假设 u是区间[ t0 , ∞) 上的一个正的 、n次可微函数,若 u
( n)
常号且在任意区间[ t

＊
, ∞) 上不恒

等于零,则存在 t 4 ≥ t0 和整数 l , 0 ≤ l ≤n满足u
( n)
非负时 n +l为偶数或u

( n)
非正时 n +l为奇数, 且使

得由 l >0可推出 u
( k)

( t ) >0, t ≥ t 4 ( k =0, 1, …, l -1) , 而由 l ≤n -1可推出(-1)
l+k
u

( k)
( t ) >0, t ≥

t4 ( k = l, l +1, …, n -1) 。

引理 2　如果函数 u如引理1所设且对每一个 t ≥ tu , u
( n-1)

( t ) u
( n)

( t) ≤0,则对每一个 λ, 0 <λ<1,

u(λt ) ≥
2
1-n

( n -1) !
1
2 - λ-

1
2

n-1

t
n-1
|u

( n-1)
( t ) |

对所有充分大的 t成立。

引理 3　假设条件1) -3) 被满足 。若 x( t ) 为方程( 1) 的一非振动解, 则对所有充分大的 t

x( t ) x
( n-1)

( t ) >0

2　主要结论及其证明

记 D0 ={( t , s) :t >s ≥ t0}, D ={( t , s) :t ≥s ≥ t0}。函数 H ∈ C (D, R) 称做属于 H,如果它满足:

4) 对所有 t ≥ t0 , H( t , t ) =0,在 D0上, H( t , s) >0;

5) 在 D0 上, H( t , s) 对 s有连续且非正的偏导数 。

定理 1　在方程( 1) 中,假设 1) -3) 成立且

6) 存在函数 σ( t ) ∈ C( I, R) 使得 σ( t ) ≤min
i ∈ J
{t , τ0 i ( t )}, lim

t ※∞
σ( t ) =∞, σ( t ) 可微且σ′( t ) >0, t ≥t0 ,

其中 J ={i:αi >0, i =1, 2, …, m}。

另设存在函数 H ∈ H, h ∈ C (D0 , R) , k , a ∈ C
1
( I, R+) 满足

-
 
 s

( H( t , s ) k( s) ) +H( t , s ) k( s) p( s) -
a′( s)
a( s )

=

h( t, s) H( t , s ) k( s) , 　　( t , s ) ∈ D0

　　若存在一常数 λ∈ ( 0, 1) 使得

lim sup
t※∞

1
H( t , t0 )∫

t

t
0

H( t , s ) k( s ) a( s ) q( s ) -
1

4λM( n, λ)
a ( s)

σ
n-2

( s) σ′( s)
h

2
( t , s) ds =∞ ( 2)

其中, R+=( 0, ∞) , M( n , λ) = 2
2-n

( n -2) !
1
2
- λ-1

2

n-2

, 则方程( 1) 的所有解都是振动的。

证明 　若方程( 1) 有一非振动解 x( t ) , 不妨设存在充分大的 t1 ≥ t 0 使得在[ t 1 , ∞) 上, x( t ) >0(若

x( t ) 最终为负, 可类似证之) 。由于lim
t※∞
τ0 i ( t ) =∞且lim

t※∞
σ( t ) =∞,则存在 t 2 ≥t1使得τ0i ( t ) ≥t1 , σ( t ) ≥

t1 , t ≥ t2 , i =1, 2, …, m 。因此 x(τ0 i ( t ) ) >0, x ( σ( t) ) >0, t ≥t 2 , i =1, 2, …, m 。由引理 3可知,存在 t 3

≥ t2 使得对所有 t ≥ t 3 , x
( n-1)

( t ) >0。再由方程( 1) ,可得对所有 t ≥ t 3

x
( n)

( t) ≤0

因为在 [ t
＊
, ∞) 上 q( t )  0,所以 x

( n)
( t ) 也有此性质。注意到在区间[ t3 , ∞) 上,引理 1的条件满足,故存在

t4 ≥ t 3使得对所有 t ≥ t4 , x′( t ) >0 且 x
( n-1)

( t ) >0。

应用引理 2,取 u = x′,则存在 t 5 ≥ t4 使得

x′[ λσ( t) ] ≥
2
2-n

( n -2) !
1
2
- λ-

1
2

n-2

σ
n-2

( t ) x
( n-1)
[ σ( t) ] ≥M( n , λ) σ

n-2
( t ) x

( n-1)
( t ) ( 3)

对 λ∈ ( 0, 1) , t ≥ t 5 成立。令

v ( t ) =
a( t ) x

( n-1)
( t )

x[ λσ( t ) ] ( 4)

由于 x[ λσ( t ) ] ≤ x[ τ0i ( t ) ] ( i ∈ J ) ,求导( 4) 且利用( 1) 和( 3) ,可得对所有 t ≥ t5
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v′( t ) ≤-a ( t ) q( t )
∏
m

i=1
|x[ τ0 i ( t ) ] |

α
i

x[ λσ( t ) ]
- p( t ) -

a′( t )
a( t )

v ( t ) -
v( t )

x[ λσ( t ) ]
x′[ λσ( t) ] λσ′( t ) ≤

-a( t ) q( t ) - p( t ) -
a′( t)
a ( t ) v( t ) -λM( n, λ) σ

n-2
( t ) σ′( t )

v
2
( t )

a( t )

于是对所有 t ≥ t 5

∫
t

t
5

H( t , s ) k ( s ) a( s ) q( s ) ds ≤-∫
t

t
5

H( t , s) k ( s ) v′( s ) ds -

∫
t

t
5

H( t , s ) k( s ) p( s) -
a′( s)
a( s) v ( s) d s-λM ( n, λ)∫

t

t
5

H( t , s) k ( s ) σ
n-2

( s ) σ′( s)
v
2
( s )
a( s) ds =

H( t , t5 ) k ( t 5 ) v( t5 ) -∫
t

t
5

h( t , s) H( t, s) k( s) v ( s) ds-λM( n, λ)∫
t

t
5

H( t , s ) k ( s) σ
n-2

( s) σ′( s )
v
2
( s)
a( s)

ds =

H( t, t5 ) k ( t 5 ) v ( t 5 ) +
1

4λM( n, λ)∫
t

t
5

a( s)

σ
n-2

( s ) σ′( s)
h
2
( t , s) ds -

∫
t

t
5

λM( n, λ)
σ
n-2

( s ) σ′( s)
a( s)

H( t, s) k ( s)
1 2

v ( s) +
1
2
λM( n, λ)

σ
n-2

( s) σ′( s )
a( s )

-1 2

h( t, s)
2

ds

因而, 对所有 t≥t 5

∫
t

t
5

H( t , s) k ( s) a ( s) q( s) -
1

4λM( n, λ)
a( s )

σ
n-2

( s) σ′( s )
h

2
( t , s ) ds ≤

H( t , t 5 ) k( t 5 ) v( t 5 ) ≤H( t , t0 ) k ( t 5 ) v( t 5 )

进而有

∫
t

t
0

H( t , s) k ( s) a ( s) q( s) -
1

4λM( n, λ)
a( s )

σ
n-2

( s) σ′( s )
h

2
( t , s ) ds =

∫
t
5

t
0

+∫
t

t
5

H( t, s) k ( s) a( s) q( s) -
1

4λM( n, λ)
a( s)

σ
n-2

( s ) σ′( s)
h

2
( t , s) ds ≤

H( t , t 0 )∫
t
5

t
0

k ( s) a( s ) q( s) ds +H( t , t0 ) k ( t 5 ) v( t 5 )

因此

lim sup
t※∞

1
H( t , t 0 )∫

t

t
0

H( t , s) k ( s) a ( s) q( s) -
1

4λM( n, λ)
a( s )

σ
n-2

( s) σ′( s )
h

2
( t , s ) ds ≤

∫
t
5

t
0

k( s) a( s ) q( s) ds +k( t 5 ) v( t 5 ) <∞

此与 ( 2) 相矛盾 。定理 1证毕 。

推论 1　若定理 1中的条件 ( 2) 被替换为

lim sup
t※∞

1
H( t, t0 )∫

t

t
0

H( t , s) k ( s) a( s) p( s ) ds =∞

和

lim sup
t※∞

1
H( t , t 0 )∫

t

t
0

a( s)
σ
n-2

( s) σ′( s)
h

2
( t, s) ds < ∞

则方程 ( 1) 的所有解都是振动的。

当 n=2时, 可以得到比条件 ( 2) 更为有效的条件。

定理 2　在方程( 1)中, 令 n =2。假设条件 1) -3) 和 6) 成立,且函数 H, h, k 和a如定理 1所给 。若

lim sup
t※∞

1
H( t , t0 )∫

t

t
0

H( t , s ) k( s ) a( s ) q( s ) - 1
4
a( s )
σ′( s)

h
2
( t , s) ds =∞ ( 5)

则方程 ( 1) 的所有解都是振动的。

证明　不失一般性, 假设存在充分大的 t 1 ≥t0使得在[ t 1 , ∞)上, x ( t ) >0。类似于定理1的证明可知,

存在 t 2 ≥ t 1 使得对所有 t ≥ t 2 , x′( t ) >0, x″( t ) ≤0, t ≥ t2 。令
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v ( t ) =
a( t ) x′( t )
x[ σ( t ) ]

( 6)

求导( 6) 且由方程( 1) ( n =2) 和 x′( t ) ≤ x′( σ( t ) ) , 可得对所有 t ≥ t 3

v′( t ) ≤-a( t ) q( t ) - p( t ) -a′( t )
a( t )

v ( t ) -v
2
( t )

a ( t )
σ′( t )

余下的部分类似于定理 1可证, 故略 。定理 2证毕 。

推论 2　若定理 2中的条件 ( 5) 被替换为

lim sup
t※∞

1
H( t, t0 )∫

t

t
0

H( t , s) k ( s) a( s) p( s ) ds =∞

和

lim sup
t※∞

1
H( t , t0 )∫

t

t
0

a( s )
σ′( s)

h
2
( t , s) ds <∞

则方程 ( 1) 的所有解都是振动的。

注1　在上面定理和推论的条件 6) 中, σ( t) 是可行的 。例如, σ( t ) 可选取 inf
s≥t

min
i ∈ J

s, τ0 i ( s ) 或

inf
s≥t

min
1≤i ≤m

s, τ0 i ( s ) 等 。

注2　上面定理 2改进并推广了 Rogovchenko
[ 4]
和Wang

[ 5]
中的定理 1与2 。

注3　本文没有要求方程 ( 1) 中的函数 τki ( t ) ( k =0, 1, …, n -1, i =1, 2, …, m ) 是滞后的 、 超前的

或是混合型的。因此, 上面的定理和推论可对常微分方程 、时滞微分方程 、 超前型微分方程或是混合型微

分方程成立。

通过适当选取函数 H ( t , s) 和 k ( s) , 根据上面的定理和推论, 可以给出方程( 1) 的一系列具体的振动准

则。例如,可选取 H( t , s ) =( t-s )
m
, H( t , s) = ln

t
s

m

, H( t , s ) =∫
t

s

dz
θ( z )

m

,或 H( t , s ) =ρ( t -s ) 等,

t ≥s ≥t 0;k ( s) 可以选取 1, s等,其中 m >1是常数, t ≥t 0 , θ∈ C( [ t0 , ∞) , ( 0, ∞) ) 满足∫
∞

t
0

dz
θ( z )

=∞,

ρ∈ C ( [ 0, ∞) , R) , ρ( 0) =0, 对 u >0, ρ( u) >0且 ρ′( u) ≥0。

下面用例子来说明本文准则的应用 。

例　对任意偶数 n , 考虑 n 阶非线性微分方程

x
( n)

( t ) +p( t ) x
( n-1)

( t ) +q( t ) x
1 2
( t -τ) x

1 2
( t -σ) =0 ( 7)

其中, τ和σ是任意实常数, 0 ≤ p( t ) ≤λt
-1
, 0 ≤ λ≤1, t ≥ t 0 =max 1, 1 +max{τ, σ} 。记 a( t ) =

exp∫
t

t
0

p( u) du , 则 a( t ) ≤ t
-λ
0 t

λ
且

p( s) -
a′( s)
a( s)

=0, 　exp -∫
s

t
0

p( u) du ≥
t
λ
0

s

这样, 条件1) 和 2) 成立。

另选取3) 中的 q( t ) 使得 a( t ) q( t ) ≥δ1 t
-1
,其中 δ1 ∈ R为一正常数 。在条件 6) 中,选取

σ( t ) =

t , τ, σ≤0

t -τ, τ≥0, τ≥σ

t -σ, σ≥0, σ≥τ

则对所有 t ≥ t0 , σ( t ) ≥1, σ′( t ) =1。

现令 H( t , s ) =( t -s )
m
, k ( s) ≡1, m >1为整数,则 H( t , s ) ∈ H, h( t , s) =m ( t -s )

m
2
-1
。由文[ 8]

中的定理 41可得 H( t , s) a( s) q( s) ≥( t
m
-mst

m-1
) δ1 s

-1
且

lim sup
t※∞

1
H( t, t0 )∫

t

t
0

H( t , s) a ( s) q( s) d s ≥lim sup
t※∞

1

( t -t0 )
m∫

t

t
0

δ1
t
m
-mst

m-1

s
ds =

δ1 lim sup
t※∞

( ln t -m ) =∞

又
a( s )

σ
n-2

( s ) σ′( s )
h

2
( t , s ) ≤m

2
t
-λ
0 ( t -s)

m-2
s ,所以

9　第 4 期 王其如等:高阶非线性微分方程的振动准则



lim sup
t※∞

1
H( t , t 0 )∫

t

t
0

a ( s)

σ
n-2

( s) σ′( s)
h
2
( t , s) ds ≤lim sup

t※∞

1

( t -t0 )
m∫

t

t
0

m
2
t
-λ
0 ( t -s )

m-2
sds =

mt 0
-λ

m -1
<∞

于是推论 1的条件满足, 从而可知:方程 ( 7) 的所有解都是振动的.然而, 文献 [ 1-7] 中的准则均不

能适用于方程 ( 7) 。
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Oscillation Criteria for High Order Nonlinear Differential Equations

WANGQi_ru, ZHU Si_ming

(Department of Mathematics ,Sun Yat_sen(Zhongshan)University ,Guangzhou 510275 ,China)

Abstract:By the generalized Riccati technique, the averaging technique and differential inequalities, the oscillation for

a class of high order nonlinear differential equations is discussed and new oscillation criteria are obtained.

Key words:high_order differential equation;nonlinear;oscillation;generalized Riccati technique
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