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摘　要:对 D.M.Milǒsevic'给出的几何不等式 ∑ a
b + c

sin2
A
2
≥

1
2

1 -
r

2 R
≥

3
8
进行了改进和加强;并给出

了相应的证明。
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　　几何不等式的研究越来越引起了人们的关注,

许 多 重 要 的 结 论 不 断 取 得 新 的 进 展 。

D.M.M iloševic'在 1991 年曾给出了一个几何不等

式
[ 1]
:在■ABC中, 不等式

∑ a
b +c

sin2
A
2
≥

1
2

1 -
r

2R
≥

3
8

( 1)

从不等式 ( 1) 以及 ∑cos3
A
2
的结果[ 2-4] , 可以推

广到∑sin3
A
2
及∑cos3 A 的情形, 从而得出比

( 1) 式更强的结论。为方便起见, 本文把 3个内角

( A , B , C) 可以取
π
2
,
π
2
, 0 及 ( 0, 0, π)

的■ABC称为广义■ABC , 并把结论表述为:

定理 1　在广义■ABC 中

3
8
≤

1
2

1 -
r

2R
≤∑sin

3 A
2
≤1 ( 2)

亦即

3
8
≤

1
2 ∑sin2

A
2
≤ ∑sin3

A
2
≤1 ( 3)

当且仅当■ABC为正三角形时,

1
2 ∑sin2

A
2
=

1
2
· 1 -

r
2R

=
3
8

当且仅当 ( A, B , C) =(π, 0, 0) 或( 0, π, 0) 或( 0, 0,

π) 时

∑sin3 A
2
=1

其中, ∑sin3
A
2
<1对符合 0 <A, B , C <π且 A

+B +C =π的任意角 ■ABC 仍成立。

定理 2　在非钝角■ABC中

3
8
≤ 1

2 ∑cos2 A ≤∑cos3 A <1 ( 4)

当且仅当正三角形时, “ ≤” 取等号;且当 ( A, B ,

C) ※ 0,
π
2 ,
π
2 或

π
2 , 0,

π
2 或

π
2 ,
π
2 , 0 时

∑cos3 A ※1,其中, ∑cos3 A <1对任意 ■ABC

成立。

为证明上述结论, 先给出几个引理:

引理 1　对 ■ABC,
a

b +c
≥sin

A
2
。

这是 1986年 Andrica给出的结果[ 1] 。

引理 2[ 4] 　对 k = 1 -
2r
R
有

p
R

2

≤
1
4
(27-18k 2 +8k 3 -k

4
)

其中, p 为三角形半周长, R , r 分别为该三角形外

接圆 、内切圆半径 。

引理 3　对非钝角 ■ABC, p
2 ≥2R 2 +8Rr +

3r
2
;对任意 ■ABC, p

2
≤

R ( 4R +r)
2

2( 2R -r)
。

　　前者就是著名的 Gerretsen不等式
[ 5]
;对于后

者, 由引理2及 k ∈ [ 0, 1] 时 k
2
( k -1) 2

( k -3) 2 ≥

0以及 k = 1-
2 r
R
∈ [ 0, 1] 有

1
4 ( 27-18k

2
+8k

3
-k

4
) ≤

(9-k
2
)
2

4(3 +k
2
)

易见, 引理 3成立 。

在上述引理的基础上, 给出定理 1 、 定理 2的

完整证明。

证明　由三角形恒等式

∑sin2
A
2
=1-

r
2R

可知, ( 2) 式等价于

3
8
≤

1
2 ∑sin2

A
2
≤∑sin3

A
2
≤1

在变换 f :α=B +C
2

, β =C +A
2

, γ= A +B
2

之
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下, 符合0 <A, B , C <π且 A +B +C =π的角 A ,

B , C被变换成三角形 ■′的 3个内角,

sin
A
2 =sin

π
2 -

B +C
2 =cos α

　　从而, 广义三角形■中的不等式

∑sin
3 A
2
≥

1
2 ∑sin

2 A
2

等价于非钝角三角形■′中的不等式

∑cos3 α≥
1
2 ∑cos2 α

符合条件 0 <A, B , C <π且 A +B +C =π的不

等式∑sin3
A
2
< 1 等价于任意 ■′中的不等式

∑cos
3
α<1。

下面改证:对非钝角三角形■′,

3
8
≤

1
2 ∑cos

2
α≤ ∑cos

3
α≤1

其中, ∑cos3 α≤1对任意广义三角形 ■′仍然都

成立 。

由三角形中的恒等式

∑cos3 α=( 2R +r)
3
-3 p

2
r

4R3 -1 ( 5)

欲证

∑cos
3
α=

( 2R +r)
3 -3p2

r -4R 3

4R
3 <1

即证

(2R +r )
3 -3p2

r -8R 3 <0

　　当 p >2R +r 时,

左边 = r( 12R 2 +6R r +r
2 -3 p2

) <

r(12R
2
+6Rr +r

2
-12R

2
-12Rr -3 r

2
) =

r (-6Rr -3r 2
) =3 r2(-2R -r) <0

　　由三角形中的恒等式:

∑cos2 α=3+
4Rr +r

2 -p
2

2R 2

和 ( 5) 式可知

∑cos3 α≥
1
2 ∑cos2 α

等价于

(2R +r)
3
-3 p

2
r

4R 3 -1 ≥ 1
2
(3 +4R r +r

2
-p

2

2R2

即,

p
2
( R -3r) ≥2R 3 -8R 2

r -5Rr 2 -r
3
( 6)

当 R ≥3r 时,由引理 3, p
2
≥2R

2
+8Rr +3r

2
。从

而,对非钝角三角形 ■′, 必有:

p
2
( R -3r) ≥( R -3r) ( 2R 2 +8Rr +3r2) =

r[ ( R -3 r) (15R +24r ) +74 r2] +

2R 3 -8R 2
r -5Rr2 -r

3 ≥

2R
3
-8R

2
r -5Rr

2
-r

3

　　当 R <3r时, 由Euler不等式 R ≥2r,此时2r

≤R <3r, 由引理 3,

p
2 ≤

R ( 4R +r)
2

2( 2R -r)

p
2
( R -3 r) =-p

2
(3 r -R ) ≥

-( 3r -R )
R (4R +r)

2

2(2R -r)

由 R ≥2r 及R , r ∈ R
+
,

(2r -R) ( r
3 +5 r2R +12rR 2 +8R 3

) ≤0

易见

R (4R +r)
2
( 3r -R ) ≤

2( 2R -r) ( r
3 +5r2R +8rR 2 -2R3

)

从而, 此时的 ( 6) 式显然成立, 当且仅当 R =2r

时取等号,此时 α=β =γ=
π
3
, 亦即 ■ABC为正

三角形 。

注意到( 6) 式对 Rt■′也成立, 此时 ■ABC为

( A, B , C) 是(0, 0, π) 、( 0, π, 0) 、(π, 0, 0) 的情形,即

三角形的极限状态 。

当( A , B, C) =
π
2
,
π
2
, 0 时, ( 2) 式化为

3
8
≤

1
2
≤

2
2
≤1

显然成立。至于
1
2 ∑sin

2 A
2
≥

3
8
, 亦即

1
2

1 -
r

2R
≥

3
8

这是显然的 (由 R ≥2 r或(1) 式都可容易推出) 。由

引理 1,

sin
A
2
≤

a
b +c

sin
A
2
, sin

B
2
, sin

C
2
∈ [ 0, 1]

∑ a
b +c

sin2 A
2
≥∑ sin

A
2

sin2
A
2
≥

1
2 ∑sin

2 A
2
=

1
2

1-
r

2R
≥

3
8

所以 ( 2) 式的确是

∑
a

b +c
sin2

A
2
≥

1
2

1-
r

2R
≥

3
8

的改进和加强。

在本文中, ■ABC中的不等式∑cos3 A <1以

及∑sin3 A
2
<1不仅比陈计[ 6] 1998年 6月的结论

∑sin3
A
2
≤cos3 A <

38
31
更精确, 而且∑sin3

A
2
<

1的适用范围已拓广为符合条件0 <A , B , C <π且

A +B +C =π的任意角 A , B , C 。
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Abstract:The geometrical inequality ∑ a
b +c

sin2 A
2
≥1

2
1 - r

2R
≥3

8
given by D.M.Milǒsevic'is improved

and st reng thened.The relevant proofs are given.
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可证明上式有对称解当且仅当

u2ju
T
2jPN( u

T

1 j
) =PN( u

T

1j
)

即 N( u
T
1j )  R( u 2j )

这相当于 V
T
22PjP

T
jV12 =0, j =1, 2, …, l-1 。这时

式 ( 9) 等价于

PN( u
T

1j
) u 2j ( G2 j -I) =0

用引理 1 经推导可得 G2j , C2j 表达式。具体推导

略。
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