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摘　要:研究了挠性空间结构系统的可辨识性。依据该无穷维动力学系统的固有基本特性, 利用函数空间分析

方法 , 得到了 2 种观测器模式下, 系统的部分可辨识和完全可辨识的充分必要条件, 并与系统的可控性和可观

性条件进行了比较。
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　　大型挠性空间结构 ( LFSS) 系统动力学与控制

近年来日益成为重要的研究课题。其中挠性体系统

的辨识本质上是对无穷维实际系统进行有限维模型

逼近的过程, 而动力学系统是否可辨识又是其中的

基本问题 。挠性结构系统的可辨识性意义在于挠性

体系统的状态输入和输出数据能否完全地反映系统

的动力学特性, 它与系统的空间构形及控制器和观

测器配置特征有关。针对同一种点控制器, 在点观

测器配置模式下系统的可辨识性只能归结为部分可

辨识性, 而在分布式观测器配置模式下系统的可辨

识性才可能为完全可辨识性
[ 1-3]

。因为完全可辨识

性将保证由输入输出数据构造的数学模型与实际的

挠性体系统在所有空间变量点 r ∈ Ψ上具有相同的

动力学特性,这就要求系统的输入输出数据惟一确

定系统的特征值和特征向量 。其中特征向量必须是

定义在整个空间变量 r ∈ Ψ上,而对于点控制点测

量的挠性体系统,由于系统的输出数据仅含有在观

测点处的空间变量的模态信息, 要由此确定所有空

间变量点 r ∈ Ψ的模态, 直观上一般是不可能达到

的;同时, 系统在控制点和观测点处的动力学特性主

要受系统的特征值和特征向量在控制点和观测点处

的取值影响, 而与特征向量在整个空间变量 r ∈ Ψ

的其它点的取值关系不大 。基于上述原因,依据无穷

维挠性体动力学系统的固有基本特性, 利用函数空

间分析方法,本文研究具有阻尼 、陀螺部件和约束阻

尼的空间挠性结构系统在点控制器下, 由点观测器

和分布式观测器 2种不同配置模式下得到所产生的

系统的 2种可辨识性:部分可辨识性和完全可辨识

性的充分必要条件。

1　动力学系统的部分可辨识性

考虑具有阻尼 、陀螺部件和约束阻尼的无穷维

挠性结构动力学系统:

Mw
··

( r, t) +(D +G) ﹒w ( r , t ) +

( K +F ) w ( r , t ) = f ( r , t ) ( 1)

其中, r ∈ Ψ;边界条件为 Lw( r , t ) =0,其中 r ∈

 Ψ;各符号所代表的意义与文[ 4] 相同 。下面给出控

制器和观测器空间配置模式 。

设系统( 1)的控制器为点控型,即 p个点控制器

分别置于 c1 , c2 , …, cp 处,控制力 f ( r, t ) 为:

f ( r, t) =∑
p

k=1
δ( r -ck ) uk ( t ) ( 2)

而系统( 1)的敏感器为点观测器,即 q个点观测器分

别置于 s1 , s 2 , …, sq处,输出量 y ( t ) =( y1 ( t) , …,

yq ( t ) )
T
的分量

yk ( t ) =
w( sk , t ) 　对位移敏感器

﹒w ( sk , t ) 　对速度敏感器

k =1, 2, …, q ( 3)

　　根据文 [ 4] , 设 HE 为函数空间,可导出受控挠

性结构系统( 1) -( 3) 的状态空间方程为

﹒z =Az +Bu

y =Cz
( 4)

其中, z ∈ HE为系统状态, u( t ) ∈ L
2
( [ 0, T] :U )是

系统输入;y( t) ∈ L
2
( [ 0, T] :Y ) 是系统输出, U =

C
p
为输入空间, Y =C

q
为输出空间;系统的主算子

A =A 1 +A2 ,而
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C1
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K

1 2
M

1 2
w( sk , t ) 　　对位移敏感器

M
1 2
﹒w ( sk , t ) 对速度敏感器

　　针对挠性结构系统( 4)亦即 s =( A , B , C) , 考

虑挠性体系统集合

S = sn |sn =( An , Bn , Cn )

其中, An , Bn , Cn 分别为系统的状态, 输入 、输出算

子,并且满足:

①系统的状态空间为 HE ,输入空间为 U, 输出

空间为 Y ;

②An 是未知算子, 但 An 与A 一样都具有紧预

解算子;Bn =B , Cn =C为给定算子 。

设 sn =( An , Bn , Cn ) ∈ S ,且{λ
n
k , φ

n
k}是 An 的

特征解,{ λ
n
k , ψ

n
k}是 A

＊
n ( An 的共轭伴随算子) 的特

征解;由于 B
＊
n ψ

n

k =B
＊
ψ

n

k = V
n

k , Cnφ
n

k = Cφ
n

k =

J
n

kU
n

k ,由文[ 4] ,对于输入 u ∈ U 和零初始状态 z ( 0,

r ) =0, 系统状态的输出

y( t )  y (λ
n

k , σ
n

k , u, t ) =

∫
t

0 ∑
∞

k=-∞
exp( λ

n

k ( t -τ) )〈φ
n

k , Bnu (τ) 〉

Cnψ
n

kdτ=

∫
t

0
∑
∞

k=-∞
exp( λ

n
k ( t -τ) ) (  V

n
k )

T
u( τ) J

n
kU

n
kdτ ( 5)

其中

J
n

k =

α
n

k1

 

α
n
kq

α
n

kl =
1　第 l 个敏感器为位移敏感器

λ
n

k 　第 l个敏感器为速度敏感器

l =1, 2, …, q

V
n
k =(ξ

n＊
k ( c1 ) , …, ξ

n＊
k ( cp ) )

T

ψ
n
k =(η

n＊
k , ξ

n＊
k )

T

U
n

k =(η
n

k ( s1 ) , …, η
n

k ( sq ) )
T

φ
n

k =(η
n

k , ξ
n

k )
T

( 6)

( 5) 式中参量 σ
n
k =U

n
k ( V

n
k )

T
表示控制点和观测点

处的模态信息。

定义1　若存在 u ∈ U, 使得对于 sn ∈ S 有

y (λ
n

k , σ
n

k , u, t ) = y(λk , σk , u, t ) ( 7)

意味着 λ
n
k =λk , σ

n
k =σk 成立, 则称挠性体系统( 4)

是部分可辨识的。

定理 1　对于点测量挠性体系统( 4) , 即 s =

( A , B , C) ∈ S, 系统部分可辨识的必要条件为

Uk ≠0, Vk ≠0, k =±1, ±2, … ( 8)

系统部分可辨识的充分条件是

σk =Uk ( Vk )
T
无零元, k =±1, ±2, … ( 9)

这里, Uk , Vk 形如 ( 6) 式, 即

Vk =(ξ
＊
k ( c1 ) , …, ξ

＊
k ( cp ) )

T

ψk =( η
＊
k , ξ

＊
k )

T

Uk =(ηk ( s1 ) , …, ηk ( sq ) )
T

φk =( ηk , ξk )
T

其中, φk , ψk 分别为A和A
＊
相应于λk 和 λk 的特征

向量。

证明 　设挠性系统的初始状态为零, 即 z ( r , 0)

=0,输入为 u,则系统的输出

y( t ) =∫
t

0 ∑
∞

k=-∞
exp( λk ( t -τ) ) (  Vk )

T
u(τ) JkUkdτ

( 10)

　　必要性的证明:用反证法。假设存在 k 0 ,使得

Uk
0
=0或 Vk

0
=0,由( 10) 式可知,系统的动态响应

输出 y( t ) 将不受 λk
0
的影响。而 λk

0
是系统的第 k 0

个特征值,此即系统的输出不能惟一确定系统的第

k0 个特征值,由系统的部分可辨识性的定义推知系

统不是部分可辨识的矛盾。故系统部分可辨识的必

要条件为( 8) 式成立。

充分性的证明 　由( 10) 式可导出在脉冲信号

δ( t ) 的系统输入下, 系统的脉冲响应输出

y( t ) = ∑
∞

k=-∞
exp( λk t ) JkUk (  Vn )

T

　　设存在挠性体系统 sn = ( An , Bn , Cn ) , 其脉冲

响应为

yn ( t) = ∑
∞

k=-∞
exp(λ

n

kt ) J
n

kU
n

k ( V
n

k )
T

由 y ( t ) = yn ( t ) 得

∑
∞

k=-∞
exp( λ

n

kt ) J
n

kU
n

k (  V
n

k )
T
=

∑
∞

k=-∞
exp(λkt ) JkUk ( Vk )

T
( 11)

由 Dirichlet序列表示惟一性, 比较 ( 11) 式两端得

λk =λ
n

k

J
n
kU

n
k ( V

n
k )

T
=JkUk (  Vk )

T

k =±1, ±2, …
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注意到, V
n

k , J
n

k 和U
n

k (相应地 Vk , Jk 和Uk )各矩阵的

特性可得

λ
n

k =λk

U
n

k (  V
n

k )
T
=Uk ( Vk )

T

或 σ
n
k =σk

且 σk =Uk (  Vk )
T
无零元( k =±1, ±2, …) 。此即系

统是部分可辨识的。证毕 。

定理 1揭示了系统部分可辨识不仅与控制器而

且与观测器配置点有密切关系 。比较文 [ 4] 研究

得出的系统近似可控 、近似可观的充要条件, 不难

看出, 若系统是部分可辨识的, 则系统一定是近似

可控 、近似可观的;反过来系统是近似可控又是近

似可观的, 不一定保证系统是部分可辨识的, 因为

部分可辨识的充分条件 ( 9) 式比必要条件 ( 8) 式

强, ( 9) 式揭示的系统部分可辨识的充分条件意味

着系统部分可辨识不仅要求系统控制器配置点与共

轭系统模态零点不重合, 而且还要求系统观测器配

置点与系统模态零点无一重合 。

2　动力学系统的完全可辨识性

本节假设挠性体系统的控制器为如同上节点控

制器, 而系统配置的敏感器为分布型敏感器 。引进

输出空间 Y =L
2
( Ψ) ,定义输出算子 C =[ I , 0] :HE

※Y , Cz =w ( r , t ) 。从而挠性系统的函数空间状态

方程为:

﹒z =Az +Bu

y = Cz
( 12)

其中, 除输出算子 C和系统的输出y外,其它各参变

量的意义与上节相同 。可见挠性系统( 1) 的动力学

特性完全由其状态空间方程( 12) 所描述,而其中的

控制算子 B和输出算子 C为给定算子 。从而挠性体

系统的辨识问题实质上就是与挠性体刚度( K ) 、阻

尼特性( D) 、角动量存贮特性( G) 和约束阻尼特性

( F ) 等有关的系统的状态主算子 A的辨识问题, 下

面对其进行研究 。

记挠性结构系统( 12) 为 s =( A , B, C) , 对于系

统的输入 u ,相应于系统的零初始状态的输出为

y( t ) = y( s, u, t ) =

∫
t

0 ∑
∞

k=-∞
exp( λk ( t -τ) )〈ψk , Bu(τ) 〉Cφkdτ( 13)

　　考虑挠性体系统集合

S ={sn :sn =( An , Bn , Cn )}

其中, An , Bn , Cn 分别为系统的状态 、输入 、输出算

子,满足( 12) 式, Bn =B , Cn =C 为已知算子, An

为未知算子但其具有与 A一样的性质, 主要是其具

有紧预解算子 。同上面的推理相同,系统 sn = ( An ,

Bn , Cn ) 相应于零初始状态的输出为

y( t ) = y( sn , u , t ) =

∫
t

0
∑
∞

k=-∞
exp( λ

n

k ( t -τ) )〈ψk , Bu( τ) 〉Cφ
n

kdτ( 14)

　　定义 2　称挠性结构系统 s = ( A, B , C) ∈ S

是完全可辨识的, 若存在输入 u ∈ U, 使得对于 sn

=( An , Bn , Cn ) ∈ S 有

y( sn , u, t ) = y ( s, u, t )

意味着 sn = s ( 15)

　　定义2表明, 由系统的输出可惟一确定系统模

型, 由于系统状态方程中算子 B, C为给定算子,

故惟一确定状态算子, 这区别于上节研究的部分可

辨识中由系统的输出确定系统的特征值和系统在控

制点和观测点上的模态信息, 由此反映出系统完全

可辨识的真正含义 。

定理 2 　对于分布式测量的挠性结构系统

( 12) , 即 s= ( A , B , C) ∈ S, 系统完全可辨识

的必要条件为

Vk ≠0　　k =±1, ±2, … ( 16)

而系统完全可辨识的充分条件为存在 p0 ( 1 ≤p0 ≤

p) ,使得

ξ
＊
k ( cp

0
) ≠0　　k =±1, ±2, … ( 17)

其中, Vk = (ξ
＊
k ( c1 ) , …, ξ

＊
k ( cp ) )

T
, ψk = ( η

＊
k ,

ξ
＊
k )

T
是 A

＊
相应于特征值  λk 的特征向量。

证明　相应于零初始状态的系统输出为

y( t ) =Cz ( r, t) =

∫
t

0 ∑
∞

k=-∞
exp( λk ( t -τ) )〈ψk , Bu(τ) 〉Cφkdτ=

∫
t

0
∑
∞

k=-∞
exp(λk ( t -τ) ) (  Vk )

T
u( τ) Cφk dτ

　　必要性证明　用反证法 。假设存在 k 0 , 使得

Vk
0
=0, 则由上式不难看出, λk

0
不影响系统的输

出 。故由系统输出不能惟一确定系统的第 k0 个模态

振型,从而亦不能惟一确定算子 A, 这样系统 s =

( A , B , C) ∈ S 将是不可辨识的,矛盾。故( 16) 式成

立 。

充分性证明 　设存在 p0 ( 1 ≤p0 ≤p) 使得

ξ
＊
k ( cp ) ≠0, k =±1, ±2, …对系统 s =( A , B , C)

∈ S ,取系统的输入 u j ( t ) =δ( t ) ( j =p0 ) 或 uj ( t)

=0( j ≠p0 ) ,可得系统的输出

y ( t ) = ∑
∞

k=-∞
exp(λk t) ξ

＊
k ( cp

0
) Cφk

同样设系统 sn =( An , Bn , Cn ) ∈ S ,取与上相同的
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系统输出 uj ( t ) =δ( t ) ( j =p0 ) 或 uj ( t ) =0( j ≠

p0 ) ,有系统的输出

yn ( t ) = ∑
∞

k=-∞
exp( λ

n

k t ) ξ
＊n

k ( cp
0
) Cφ

n

k

这里, {λ
n

k , φ
n

k}为算子 An 的特征解, ψ
n

k = ( η
＊n

k ,

ξ
＊n

k )
T
为 A

＊
n 相应于 λ

n

k 的特征向量 。

若 yn ( t ) = y( t) ,则有

∑
∞

k=-∞
exp( λk t ) ξ

＊
k ( cp

0
) φk =

∑
∞

k=-∞
exp(λ

n

kt ) ξ
＊n

k ( cp
0
) φ

n

k

上式两边与 ψ
n

k 作内积得

∑
∞

k=-∞
exp(λkt ) ξ

＊
k ( cp

0
)〈ψ

n

k , φk〉 =

∑
∞

k=-∞
exp(λ

n

k t) ξ
＊n

k ( cp
0
)

注意到 ξ
＊
k ( cp

0
) ≠0, 由Dirichlet序列表示惟一性知

λ
n

k ∈ {λk}　　ξ
＊n

k ( cp
0
) ≠0

否则将有 〈ψ
n

k , φk〉 =0( k =±1, ±2, …) ,从而 ψ
n

k

≡0,这与 ψ
n
k 为特征向量矛盾。

进而可设存在 k′使得λ
n
k′=λk′, 易得

〈ψ
n
k′, φk〉 =0( k ≠ k′) 而〈ψ

n
k′, φk′〉 =1

　　下将 ψ
n

k′按{ψk}展开有

ψ
n

k′= ∑
∞

k=-∞
〈φk , ψ

n

k′〉ψk =〈φk′, ψ
n

k′〉ψk′= ψk′

从而得出 λ
n
k′=λk′, ψ

n
k′= ψk′;适当排列后有 k′=

k ,且由 k 的任意性知

λ
n

k =λk 　　ψ
n

k = ψk

将 φ
n

k 按{φk}展开有

φ
n

k = ∑
∞

k=-∞
〈ψk , φ

n

k〉φk =φk

而 Anφk =Anφ
n

k =λ
n

kφ
n

k =λkφk 。将状态空间任意元

z ∈ HE 按{φk}展开得 z = ∑
∞

k=-∞
〈ψk , z〉φk , 下计算

( An -A) z = ∑
∞

k=-∞
〈ψk , z〉〈Anφk -Aφk〉 =

∑
∞

k=-∞
〈ψk , z〉〈λkφk -λkφk〉 =0

故 An =A ,从而系统 s =( A, B , C ) 是完全可辨识

的。证毕。

定理 2揭示了分布式测量的挠性体系统的完全

可辨识性与控制器的选取有密切的关系 。由于

ξ
＊
k ( cp

0
) ≠0与 ψk ( cp

0
) ≠0等价( k =±1, ±2, …) ,

因此若控制点中至少有一点与共轭系统的模态零点

不重合, 则系统就是完全可辨识的;反之若系统完

全可辨识, 则控制器配置点中至少有一个与共轭系

统任意模态零点不重合, 结合文 [ 4] 知系统一定

是近似可控的;由于系统敏感器是分布式观测器,

因此系统一定是可观的 。所以对分布式观测的挠性

结构系统来说, 它的完全可辨识性完全由控制点的

配置所决定 。

3　示　例

利用本文主要结果, 研究文 [ 4] 给出的具有

“渐近频率阻尼” 的 Euler_Bernoulli 梁纵向振动的可

辨识问题。

取控制点为 c1 , c2 , …, cp , 0≤ci ≤r( i =1, …,

p) 。

( 1) 对点观测器, 即 q 观测点分别置于 s1 , s2 ,

…, sq处, 0 ≤sj ≤r ( j =1, 2, …, q) ,根据本文定理

1知,若当

ζk ( ci ) ≠0

ζk ( sj ) ≠0
　

( k =1, 2, …) ,

( i =1, 2, …, p) ,

( j =1, 2, …, q)

则系统是部分可辨识的, 其中ζk 为梁振动的模态解

表达式
[ 4]
。

( 2) 对分布式观测器, 即系统状态方程中的输

出算子 C= [ I, 0] , 根据本文定理 2知, 当 p 个

控制器配置点中至少有一个, 不防设为第 p0 个,

使得

ζk ( cp
0
) ≠0　k =1, 2, …

则系统是完全可辨识的 。
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Indentifiability of Dynamical System

of Flexible Space Structure
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Abstract:The indentifiability of the system of flexible space structures is studied.According to the basic behavior of the

infinite dimensional dynamical system, the sufficient condition and necessary condition of the indentifiability are obtained

under two modes of the observer by means of the functional space analysis.The comparison between the conditions of

controllability and observability is done.
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Polynomial Solution to Delaminated Sandwich Beams in Additional State
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Abstract:The stress strain state of the delaminated sandwich beams is decomposed into two states:basic state and addi-

tional state.The additional state of delaminated sandwich beams is investigated using the theory of high order shear defor-

mation.Differential equations of delaminated and undelaminated sectors are formulated and the polynomial solution to ad-

ditional state is obtained.The actual example also shows that the polynomial solution above is precise in the whole beam

domain except the transitional area.

Key words:sandwich beam;delamination;additional state
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