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摘　要:先给出赋 β_范空间上有界可加算子的范数, 然后讨论了非局部有界的赋准范空间上等度连续算子族的

一致有界性问题, 得出在一般赋准范空间上等度连续算子族一致有界性的几个结果, 从而把共鸣定理由赋 β_范

空间推广到一般非局部有界的赋准范空间上。
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　　关于共鸣定理的研究已有许多好的结果
[ 1-3]

,

但在非局部有界的赋准范间 (即不可赋 β_范的空

间) 的讨论较少 。本文在一般的赋准范空间上讨论

了等度连续算子族的一致有界性问题, 得出了几个

一致有界性的结果。

1　β_赋范空间上有界可加算子的范数

在赋准范空间上的可加算子 A, 其范数可定义

为
[ 1]

‖A ‖ =inf{α|‖A( x) ‖1 ≤α‖ x‖,  x ∈ E}

对于赋拟范空间上的有界线性算子, 其范数
[ 1]

‖A ‖ = sup
‖x‖≤1

‖A( x ) ‖1 = sup
‖x‖=1

‖A( x ) ‖1

而对于赋 β_范数空间上的可加算子也有上面的结

论。

定理1　设 A是赋β_范数空间E到 β_范数空间

E1 内的可加有界算子 ( E, E1 的范数均简记为

‖· ‖) , 则

‖ A‖ = sup
‖ x‖≤1

‖A( x) ‖ = sup
‖x‖=1

‖A( x ) ‖

　　证明　由于赋准范空间上的可加算子 A 连续

等价于A是有界算子
[ 1]
,又由于赋 β_范空间的任何

原心球是有界集,所以单位闭球  B (θ, 1) 是有界集,

再由 A是有界的,故可设

‖ A( x) ‖ ≤ρ　 x ∈  B (θ, 1) (ρ>0,常数)

　　 x ≠θ,则 ‖ x‖ >0 ,从而存在有理数列 rn

>0,使得 r
β
n ↑‖ x‖( n ※∞) 。

所以
x
rn
≤1, 　ρ≥

1
r
β
n

‖A( x) ‖

当 n ※∞时,有 ρ≥
‖A( x ) ‖
‖ x‖

从而有 ‖A( x) ‖ ≤ρ‖x ‖

即 A是强有界算子。所以

{α|‖A( x) ‖ ≤α‖ x‖ ,  x ∈ E}≠ ,

‖A‖ =inf{α|‖A( x ) ‖ ≤α‖x ‖,  x ∈ E}

存在, 且 ‖A ‖ ≤ρ。

由 ‖A ‖的定义,

 x ∈ E , ‖A( x) ‖ ≤‖A ‖‖ x‖

所以 sup
‖ x‖=1

‖A( x) ‖ ≤‖A ‖

现证 ‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖A( x) ‖

令 ‖A ‖1 = sup
‖x‖=1

‖A( x) ‖

下证明 ‖A ‖1 ≥‖A ‖

 x ≠θ,则 ‖x ‖ >0 ,从而存在有理数列 r′n

>0, 使得 r′n ※ ‖ x‖
1
β ( n ※ ∞) , 故有 r′

β
n ※

‖ x‖( n ※∞) 。由于可加算子对有理数具有齐性,

所以有

‖ A( x) ‖ = A r′n
x
r′n

=r′
β
n A

x
r′n

( 1)

　　由于 ‖A( x ) ‖是连续的,令 n ※∞,由( 1) 式

有 ‖A( x ) ‖ =‖ x‖ A
x

‖x ‖
1
β

, 从而

‖ A( x) ‖
‖ x‖ = A

x

‖ x‖
1
β

( 2)

由 ( 2) 式,

‖A ‖1 = sup
‖ x‖=1

‖A( x ) ‖ =

sup
x≠θ

A
x

‖ x‖
1
β
=sup

x≠θ

‖ A( x) ‖
‖ x‖

所以 ‖ A‖ 1 ≥
‖A( x) ‖
‖x ‖

,  x ≠θ

从而 ‖A( x) ‖ ≤ ‖A‖ 1 ‖x ‖(  x ∈ E)
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由 ‖ A‖ 的定义有 ‖A ‖ ≤ ‖A‖ 1 , 故 ‖A ‖ =

‖A ‖1 ,即

‖A ‖ = sup
‖ x‖=1

‖ A( x) ‖

令 ‖A ‖2 = sup
‖ x‖≤1

‖ A( x) ‖

由于 ‖A( x) ‖ ≤‖A ‖‖ x‖ (  x ∈ E )

所以 sup
‖ x‖≤1

‖A( x ) ‖ ≤‖A ‖

从而 ‖A ‖2 ≤ ‖A ‖

反之, ‖A ‖2 = sup
‖ x‖≤1

‖A( x) ‖ ≥

sup
‖ x‖=1

‖A( x ) ‖ =‖A ‖1 =‖A ‖

即 ‖A ‖2 = ‖A ‖

2　等度连续算子族的一致有界性

定义 1
[ 4]
　设 E是拓扑线性空间, M  E,如果

对 θ的任意邻域U,对应有 δ>0, 使得当|λ|<δ

时, λM  U,则称M 是(拓扑) 有界的。

引理 1
[ 4]
　设 E是拓扑线性空间, M  U,那么

M 是有界集的充要条件是  {xn} M,

lim
n※∞

xn

n
=θ

　　定义 2　设{Aλ}λ∈ Λ是赋准范空间E 到赋准范

空间E1 内的连续有界算子族,如果  ε>0( 0 <ε

≤1) ,  δ> 0,  x ∈ E, 当 ‖x ‖ < δ时,

‖Aλ( x) ‖1 <ε,  λ∈ Λ;则称{Aλ}λ∈ Λ是等度连

续算子族 。

例1　设 E 是赋准范空间, 在其上定义泛函,

pα( x) =‖ x‖
α
( α>0) , pα( x) 是 2

[ α]
_拟次加泛

函
[ 3]
,并且 pα( x) 是连续泛函 。令 Δ=[ λ0 , 1] ( 0 <

λ0 <1) ,则{pα( x)}α∈ Δ是等度连续的 。

事实上, 对 E 中任意有界集M, pα( M)  R,

 {yn} pα(M ) ,存在{xn} M,使

y n =pα( xn ) ,

yn
n
=

1
n
‖xn ‖

α
=

1
n

n
1
n
xn

α

≤

1
n

n
1
n
xn

α

=
1

n
1-α

xn
n

　　因 M 是有界的,所以

lim
n※∞

xn
n
=θ

故 lim
n ※∞

yn
n
=0

由引理1可知 pα( M) 是有界的;由有界算子的定义,

可知 pα是有界的,  α∈ Δ。

 ε>0( 0 <ε<1) ,取

δ=ε
1
λ
0 ,  x ∈ E

当 ‖ x‖ <δ时

pα( x ) = ‖x‖
α
<δ

α
=ε

α
λ
0 ≤ε(  α∈ Δ)

所以, {pα( x)}α∈ Δ是等度连续的。

引理 2
[ 4]
　设 E 是赋准范空间,M 是E 中(拓

扑) 有界集。则  ε>0,存在 n0 ∈ N,使 n ≥n0时

1
n
x <ε, 　 x ∈ M

　　定义3
[ 4]
　设 E是拓扑线性空间, M  E, 如果

对 θ的任意邻域U ,对应有正整数 n,使得 M  U +

U +…+U( n 项) , 则称 M 是(拓扑) 拟有界的。

例 2　设 S[ a, b] 是所有实可测的概有界函数

的全体集合,在其上定义准范数

‖x ‖ =∫
b

a

|x ( t ) |
1+|x( t ) |

dt ,  x ∈ S[ a, b]

则 S[ a, b] 是完备的赋范空间
[ 2, 4]
。S[ a, b] 是无界

的拓扑空间,但 S[ a, b] 的任意子集均是拟有界的,

所以 S[ a, b] 也是拟有界的(其证明参考文[ 4] ) 。

由有界集和拟有界集的定义, 或由文[ 5] 的有

界集及拟有界集的定义,易得:有界集一定是拟有界

的 。

定理 2　设{Aλ}λ∈ Λ是赋准范空间E 到赋准范

空间E1内的可加等度连续的算子族 。那么对 E 中任

意拟有界集 M,均一致地有

sup
λ∈ Λ

sup
x∈ M
‖Aλ( x) ‖ 1 <∞

( ‖ · ‖ 1为 E1 的赋准范数)

　　证明 　因为{Aλ}λ∈ Λ是等度连续的, 所以

 ε0 ( 0 <ε0 ≤1) ,对应存在 δ0 >0,当 ‖ x‖ <δ0

时( x ∈ E) ,

sup
λ∈ Λ

sup
‖x‖<δ

0

‖Aλ( x) ‖1 <ε0

对 δ0 >0,做球

B( δ0 ) ={x|‖x ‖ <δ0 , x ∈ E}

由于 M 是拟有界集, 对应有正整数 n0 , 使 M  

B( δ0 ) +…+B (δ0 ) ( n0 项) ,  x ∈ M, 存在

y1 , y 2 , …, yn
0
∈ B (δ0 )

使 x =∑
n
0

k=1
yk ,

‖Aλ( x ) ‖1 ≤∑
n
0

k=1
‖Aλ( yk ) ‖1 ≤

∑
n
0

k=1
ε0 =n0ε0 ,  λ∈ Λ

即 ‖ Aλ( x ) ‖1 ≤n0ε0 ,  λ∈ Λ

所以 sup
x∈ M
‖Aλ( x) ‖ 1 ≤n0ε0 ,  λ∈ Λ

从而 sup
λ∈ Λ

sup
x∈ M
‖Aλ( x) ‖1 ≤n0ε0 <∞

在定理 2中,如果 E 是拟有界的,则
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sup
λ∈ Λ

sup
x∈ E
‖Aλ( x) ‖1 < ∞

由定理2可直接推出下面的 2个推论。

推论 1　设{Aλ}λ∈ Λ是赋准范空间E 到赋准范

空间E 1内的可加等度连续的算子族。那么对 E中任

意有界集 M,均一致地有

sup
λ∈ Λ

sup
x ∈M
‖ Aλ( x ) ‖1 <∞

　　由于赋 β_范空间的任何原心球均是有界集, 所

以应用定理2可得推论2。

推论 2　设{Aλ}λ∈ Λ是赋 β_范空间E 到赋准范

空间 E1 内的可加等度连续的算子族。那么对任意 r

>0,均一致地有

sup
λ∈ Λ

sup
‖x‖<r

‖Aλ( x) ‖1 <∞

特别地, 当 E1是赋 β_范空间时, 则

sup
λ∈ Λ
‖Aλ‖1 <∞

　　推论 2后半部分, 由定理 1是显然的。

引理 3
[ 1]
　设 E 是赋准范空间, p( x) 为 E 上γ

-拟次加泛函, 则对任意 x1 , x2 , …, xn ∈ E

p( x1 +x2 +…+xn ) ≤∑
n-1

k=1
γ
k
p( xk ) +γ

n
p( xn )

　　定理 3　设{Aλ}λ∈ Λ是赋准范空间E 到赋准范

空间 E1 内的按范 γ_拟次加的等度连续的算子

族
[ 1,3]
。那么对 E 中任意拟有界集M, 均一致地有

sup
λ∈ Λ

sup
x ∈M
‖ Aλ( x ) ‖1 <∞

　　证明　因为{Aλ}λ∈ Λ是等度连续的, 所以  ε0

>0( 0 <ε0 ≤1) , 对应存在 δ0 >0,当 ‖ x‖ <δ0

时( x ∈ E) ,

sup
λ∈ Λ

sup
‖ x‖<δ

0

‖ Aλ( x ) ‖1 <ε0

对 δ0 ,做球

B (δ0 ) ={x |‖ x‖ <δ0 , x ∈ E}

由于 M是拟有界集,由定义,对应有正整数 n1 ,使

M  B( δ0 ) +…+B (δ0 ) ( n1项)

 x ∈ M,存在

y1 , y 2 , …, yn
1
∈ B (δ0 )

使 x = ∑
n
1

k=1
yk 。 λ∈ Λ, 由于 Aλ按范 γ_拟次加

的
[ 1, 3]

,由定义  x′, y′∈ E

‖Aλ( x′+y′) ‖ ≤γ‖ Aλ( x′) ‖ +‖Aλ( y′) ‖

由引理 3,

Aλ ∑
n
1

k=1
yk

1
≤

∑
n
1
-1

k=1
γ
k
‖Aλ( yk ) ‖1 +γ

n
1
-1
‖Aλ( yn

1
) ‖1 ≤

∑
n
1
-1

k=1
γ
k
ε0 +γ

n
1
-1
ε0 = ∑

n
1
-1

k=1
+γ

n
1
-1
ε0

所以

sup
λ∈ Λ

sup
x ∈M
‖ Aλ( x ) ‖1 ≤ ∑

n
1
-1

k=1
γ
k

+γ
n
1
-1
ε0 <∞

　　由于赋 β_范空间的任意原心球均是有界集,所

以由定理3可直接得出下面的推论 。

　　推论 3　设{Aλ}λ∈ Λ是赋 β -范的空间 E 到赋

准范空间 E1 内的按范 γ_拟次加的等度连续算子

族 。那么,对任意 r >0,均一致地有

sup
λ∈ Λ

sup
‖ x‖≤r

‖Aλ( x) ‖1 <∞
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About Uniform Boundness of Equicontinuous Operator

Family in Quasi_Normed Space

LIU Yu_bo

( Base Education College, Tianjin Institute of Technology, Tianjin 300400, China)

Abstract:A norm of the bounded additive operator in the β_normed space is derived.Then, the uniform boundness of

equicontinuous operator family in nonlocal bound quasi_normed space is discussed and several results are obtained about

the uniform boundness of equicontinuous operator family in common quasi_normed space.Therefore the resonance theo-
rem is extended from β_normed space to common nonlocal bound quasi_normed space.
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