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摘　要:使用 Darboux 方法, 通过坐标平面及二次多项式曲面构造出三维 Lotka_Volterra 系统 ( LVS) 的积分不变

量, 改进了已有关于二维 LVS 积分不变量的结论。利用此积分不变量, 对三维捕食被捕食LVS 解的渐近性进行讨

论, 得到了平衡点全局渐近稳定的新条件, 推广了已有 LVS 正平衡点全局渐近稳定的结论。
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　　考虑三维捕食被捕食系统

x′= x( a -y -dz -αx )

y′= y (-b +x +ez -α1 y ) ( 1)

z′= z (-c +d1 x -e1 y -α2z )

其中, a, b, c, d, d1 , e, e1 , α>0;α1 , α2 ≥0 。由于

x =0, y =0, z =0均为系统 ( 1) 的不变曲面, 且

种群数 x, y , z ≥0 , 故本文对于系统 ( 1) 的讨论

均在 R
3
+= ( x , y, z ) |x >0, y >0, z >0 中进

行。

1　Darboux 方法与三维 LVS 的积分不

变量

　　考虑一般的三维系统

x′=P ( x, y , z ) , y′=Q( x, y , z ) ,

z′=R( x , y, z ) ( 2)

其中, P, Q, R 为其变量的多项式函数 。

定义
[ 1]
　称函数 I = I ( x, y , z , t ) 为系统 ( 2)

的积分不变量, 如果对系统 ( 2) 的任一解 ( x ( t ) ,

y ( t ) , z ( t ) ) , I( x ( t ) , y ( t ) , z ( t ) , t ) 是个常数 。

当定义中的 I 不含 t 时, I 即为系统 ( 2) 的首

次积分:即使 I 中含有 t , 以下将会看到, 这样的

积分不变量对于讨论系统 ( 2) 的解的渐近性态是

有效的。用Darboux 方法构造系统 ( 2) 的积分不变

量, 是基于求一对多项式函数 ( f ( x , y, z ) , k ( x, y ,

z ) ) , 使得

 f
 xP +

 f
 yQ +

 f
 zR = kf ( 3)

　　引理 1　设 f ( x, y , z ) 是满足条件( 3) 的多项式

函数,则曲面 f ( x, y , z ) =0系统( 2) 的不变曲面。

证明 　在曲面 S:f ( x, y , z ) = 0 上的任一点

( x, y, z ) , 由式 ( 3) , 有
 f
 x

,
 f
 y

,
 f
 z

( P, Q, R)

=0 , 即曲面 S 任一点处的法向量与系统 ( 2) 的

方向场垂直, 故 S 为不变曲面, 证毕 。

若能求得多对 ( f i , ki ) , i =1, …, N , 则可设系

统 ( 2) 具有积分不变量

I =∏
N

i=1
f
λ
i
i ( x, y , z ) e

st
( 4)

其中, λi , s为待定系数。于是由式 ( 2) , 有:

s +∑
N

i =1
λiki ( x, y , z ) =0 ( 5)

由于 k i 为多项式, 故由方程 ( 5) 求解待定系数

λi , s,归结为求解一个线性方程组,且待定系数 s 可

以看作仅仅是起调节作用的。记 m =max{deg P ,

deg Q, deg R},即 m 为多项式P, Q, R的最高次数,

由式( 3) 知 ki 的次数最高为m -1,与 f i的选择无关 。

于是( 5) 式左边最多有M =m( m +1) ( m +2) 6项 。

若要求得 λi 的非零解,即求得 M -1个齐次线性方

程组的非零解,最多需要 M对( fi , k i ) ,故有

引理 2　若存在 M 个多项式对( f i , ki ) 满足条

件 ( 3) , 则系统 ( 2) 存在积分不变量

I =∏
N

i=1
f
λ
i
i ( x, y , z ) exp( st )

其中, λi , s为待定系数。

引理 3　若存在 M +1对满足 ( 3) 式的 ( f i ,

ki ) , 则系统 ( 2) 存在首次积分

I =∏
N

i=1
f
λ
i
i ( x, y , z )

其中, λi 为待定系数, 由( 5) 式确定(取 s =0) 。

具体到一般的三维 LVS:

x′= x ( r 1 +a11 x +a12 y +a13z )

y′= y ( r 2 +a21 x +a22 y +a23z ) ( 6)

z′=z ( r 3 +a31 x +a32 y +a33z )
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由 ( 3) 式不难解得其相应的 ( fi , ki ) 对有:

( x, r1 +a11 x +a12y +a13z ) ,

( y , r2 +a21 x +a22y +a23z ) ,

( z , r3 +a31 x +a32y +a33z )

( 7)

一般地, 若 f 具有线性形式:

f =f 00 +f 01 x +f02 y +f 03z ,

k = k00 +k01 x +k 02 y +k 03 z
( 8)

将 ( 8) 式代入条件 ( 3) , 求解方程 ( 5) , 即可得

文 [ 2, p2442-2445] 关于三维 LVS 积分不变量的

所有结论, 但过程比文 [ 3] 更简易 。

若 f为二次多项式, 即设

f = f 000 +f 100 x +f 010 y +f001z +f 110 xy +

f011yz +f101 xz +f 200 x
2
+f020y

2
+f 002z

2
( 9)

k = k000 +k 100 x +k 010 y +k001z

将式 ( 9) 代入条件 ( 3) , 取 k 000 =0 , 得:

f 1 ( x , y, z ) = 1+
a11 x
r1

2

+
a22y
r 2
+
a33z
r 3

,

k1 ( x, y , z ) =2a11 x +a22 y +a33z

　　设系统 ( 6) 存在积分不变量 I( x , y, z , t ) =

x
λ
1 y
λ
2 z
λ
3 f
λ
4
1 e

st
由方程( 5) ,有解 λ1 =-s r 1 , λ2 =λ3

=0, λ4 = s ( 2r 1 ) , 于是有:

定理 1　若下列条件成立:

r 1r 2r 3 a11 ≠0, a22 =2a12 , a33 =2a13 ,

a21 =a11 2 +
r2
r1

, a31 =a11 2+
r 3
r 1

,

a22 r3 ( a33 -a23 ) =a33r 2 ( a32 -a22 )

则系统 ( 6) 存在满足条件 ( 3) 的多项式对:

f 1 ( x, y , z ) = 1+
a11 x

r 1

2

+
a22 y

r2
+
a33z

r3

k1 ( x, y , z ) =2a11 x +a22 y +a33z

且存在积分不变量

I( x, y, z , t ) =x
-2

1+
a11 x

r 1

2

+
a22 y

r 2
+
a33 z

r3
e
2 r

1
t

推论 1　在定理 1的条件下, 若系统 ( 6) 存在

空间周期解, 则此空间周期解必落在曲面 f 1 ( x, y ,

z ) =0上 。

证明　若系统 ( 6) 存在空间周期解 ( x ( t ) ,

y ( t ) , z ( t ) ) , 其周期为 T, T >0 , 则由定理1, 有

x ( t )
-2
f 1 ( x( t ) , y( t ) , z ( t) ) e

2 r
1
t
=C , x( t +T)

-2

f 1 ( x( t +T ) , y ( t +T) , z ( t +T ) ) e
2r
1
( t+T )

=C

其中, C 为常数。由 r 1 ≠ 0 , 知 C = 0 , 故

f 1 ( x( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) =0, 证毕 。

定理 2　若成立下列条件

r 1r 2r 3 a11 ≠0, r 1 +r 2 +r3 =0, a ij -a jj

=a jj ( ri +rj ) rj , i ≠ j , i , j =1, 2, 3

则系统 ( 6) 存在满足条件 ( 3) 的多项式对:

f2 ( x, y , z ) = 1 +
a11 x

r1
+
a22y

r 2
+
a33 z

r3

2

-

4
a11 a22 xy

r1 r2
+
a11 a33 xz

r1 r3
+
a22 a33 yz

r 2r 3

k2 ( x, y , z ) =2a11 x +2a22 y +2a33z

且存在首次积分

I( x , y, z , t ) = x
-1
y
-1
z
-1
f 2 ( x, y , z )

2

　　将定理 2的讨论限制在二维 LVS:

x′= x ( r1 +a11 x +a12 y ) ,

y′= y( r 2 +a21 x +a22 y )

有以下推论 2。

推论 2　若下列条件成立:

r1 r2 a11 ≠0, r1 +r2 =0,

a ij -a jj =ajj ( r i +rj ) rj , i ≠ j, i , j =1, 2

则二维 LVS存在多项式对:

f
＊
( x, y ) = 1+

a11 x

r 1
+
a22 y

r 2

2

-
4a11 a22 xy

r1 r2

k
＊
( x, y ) =2a11 x +2a22 y

且存在 2个积分不变量

I( x, y , t ) = x
-2
f
＊
( x, y ) exp(-2r 1 t ) ,

y
-2
f
＊
( x , y) exp(-2r 1 t )

　　定理 3　若成立下列条件

r1 r2 r3 a11 ≠0, r1 +r3 =0, a11 =a31 ,

a22 =2a12 =2a32 , a33 =a13 ,

a2j =ajj ( r 2 +2r j ) rj , j =1, 3

则系统 ( 6) 存在满足条件 ( 3) 的多项式对:

f3 ( x, y , z ) =1 +
2a11 x

r 1
+
a22y

r 2
+
2a33z

r3
+

a11 x

r 1

2

+
a22y

r 2

2

+
a33 z

r3

2

,

k 3 ( x, y , z ) =2a11 x +a22y +2a33 z

且存在 2个积分不变量

I( x, y , z , t ) = x
-2
f3 ( x, y , z )e

2r
1
t
, z

-2
f 3 ( x , y, z ) e

2r
3
t

　　推论 3　在定理 3的条件下, 若系统 ( 6) 存在

空间周期解, 则此空间周期解必落在曲面 f3 ( x, y ,

z ) =0上 。

定理 4　若成立下列条件

r 1 r2 r3 a11 ≠0, a23 =a32 =0, a11 =a21 +a31 ,

a11 ri ( aii -a1i ) +aiir1 ( a11 -a i1 ) =0, i =2, 3

则系统 ( 6) 存在满足条件 ( 3) 的多项式对:

f 4 ( x, y , z ) =1 +
a11 x

r1
+
a22 y

r 2
+

a33z

r 3
+
a22 a33 yz

r 2r 3
,

k 4 ( x, y , z ) =a11 x +a22y +a33z

且存在积分不变量
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I( x , y, z , t ) = y
-1
z
-1
f 4 ( x , y , z ) e

( r
2
+r

3
) t

　　易见当 r 2 +r 3 =0时, 此时系统 ( 6) 存在首

次积分 I( x , y, z ) =y
-1
z
-1
f 4 ( x, y , z ) 。

推论4　在定理4的条件下, 当 r2 +r3 ≠0时,

若系统 ( 6) 存在空间周期解, 则此空间周期解必

落在曲面 f 4 ( x, y , z ) =0上 。

定理 5　若成立下列条件

　　1) r 1 = r 2 = r3
　　2) ( a ij -a jj )

2
a ii =( akj -a jj )

2
akk ,

　　　( i -j) ( j -k ) ( k -i) ≠0, i , j , k =1, 2, 3

　　3) 3a llahh +a lhahl -2a lla lh -2ahhahl =0,

　　　l <h , l , h =1, 2, 3

　　4) f 110 ( a13 +a23-2a33 ) +f 101 ( a12+a32 -2a22 ) +

f 011 ( a31 +a21 -2a11 ) =0,

f 110 =2a11 a22 ( a21 -a11 ) ( a22 -a12 ) ,

f 101 =2a11 a33 ( a31 -a11 ) ( a33 -a13 ) ,

f 011 =2a22 a33 ( a22 -a32 ) ( a23 -a33 )

则系统 ( 6) 存在满足条件 ( 3) 的多项式对:

f5 ( x, y , z ) =r1[ a22( a21 -a11 )
2
x +a33 ( a32 -a22)

2
y +

a11 ( a13 -a33 )
2
z] +a11a22 ( a21 -a11 )

2
x
2
+

a22 a33 ( a32 -a22 )
2
y
2
+a33 a11 ( a13 -a33 )

2
z
2
+

f 110 xy +f 101 xz +f 011 yz

k5 ( x, y , z ) = r1 +2a11 x +2a22 y +2a33z

且当 det B=0时, 系统 ( 6) 存在首次积分

I( x, y , z ) = x
λ
1 y
λ
2 z
λ
3 f
λ
4
5

其中, λ= (λ1 ,λ2 ,λ3 ,λ4 )
T
为线性方程组 Bλ=0的

非零解,

B =

1 1 1 1

a11 a21 a31 2a11

a12 a22 a32 2a22

a13 a23 a33 2a33

2　系统 ( 1) 解的渐近性态

定理 6　若成立下列条件

α( c -2a ) =ad1 , α( b -2a) =a,

α2 =2d, α1 =2

则系统 ( 1) 的任一解 ( x( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) , 必有

( x( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) →( a α, 0, 0) , t→+∞时。

证明 　对系统 ( 1) 的任一解 ( x ( t ) , y ( t ) ,

z ( t ) ) ,由 x′=x ( a -y -dz-αx ) ≤x( a-αx) ,故

必有 x( t ) 当 t ≥0时有界。又由定理 1 知, 此时解

( x( t ) , y ( t ) , z ( t ) ) 必满足( 1 -αx a )
2
+α1 y b +

α2z c =Cx
2
e
-2at

,其中, C为常数 。在上式令 t→+∞

有:x ( t ) →a α, y( t ) →0, z ( t ) →0,证毕。

引理 4
[ 3]
　若 cαe <d( ae +c -bd) <bdαe ,

则存在 δ0 >0, δ0充分小, 当 δ0 >α1 ≥0, δ0 >α2

≥0, δ0 >|d -d1|, δ0 >|e -e1|时, 系统 ( 1)

存在惟一的正平衡点 。

定理 7　若 cαe <d( ae +c-bd) <bdαe , e =

e1 , 则存在 δ>0(δ<δ0 ) , 当δ>α1 ≥0, δ>α2

>0, δ>|d -d1|, δ>|e -e1|时, 系统 ( 1) 存

在惟一的正平衡点 ( x0 , y 0 , z 0 ) , 且对上述 α2 , 存

在 δ1 >0(δ1 <δ) , 当|d -d1|<δ1时, ( x0 , y 0 ,

z 0 ) 在 R
3
全局渐近稳定 。

证明　作替换 x1 = x -x0 , y1 =y -y0 , z 1 =z

-z 0 , 方程 ( 1) 变为

x′1 =-( x1 +x0 ) (αx1 +y1 +dz 1 )

y′1 = ( y1 +y0 ) ( x1 -α1 y 1 +ez 1 ) ( 10)

z1 =( z1 +z 0 ) ( d1 x1 -e1 y1 -α2 z 1 )

取 V( x1 , y 1 , z 1 ) = x1 -x0 ln( 1+x1 x0 ) +y1 -

y 0 ln( 1+y1 y 0 ) +z 1 -z0 ln( 1+z 1 z 0 )

则 V( x1 , y 1 , z 1 ) 定正, 无穷大, 且

V′( x1 , y 1 , z 1 ) |( 10) =

( d1 -d ) x1z 1 -αx
2
1 -α1 y

2
1 -α2 z

2
1 ( 11)

对于 α2 , 必有 δ1 >0(δ1 <δ) , 当|d -d 1|<δ1

时, ( 11) 式当 α1 >0时对( x1 , y1 , z1 ) 定负;( 11) 式

当 α1 =0时对( x1 , y 1 , z 1 ) 常负,对( x1 , z 1 ) 定负。若

α1 >0 , 则系统 ( 1) 的正平衡点 ( x0 , y0 , z0 ) 在

R
3
+全局渐近稳定 。若 α1 =0 , 由文 [ 4, p296] 定

理 1.3知, 方程 ( 10) 的任一解的 ω-极限集必在

集合 H 上 :H ={( 0, y 1 , 0)|y 1 >-y 0}, 而在该集

中方程 ( 10) 的解轨线只有零解, 故系统 ( 1) 的

正平衡点 ( x0 , y 0 , z 0 ) 在 R
3
+全局渐近稳定。证毕 。
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4　结　论

工业过程通常是一阶和二阶系统, 用状态空间

法分析时, 各种迭代学习算法的收敛性条件以矩阵

的形式表示, 不太适合于实际应用 。同时实际中建

立对象数学模型的方法是工程化方法, 这样建立的

对象模型大都表示为一阶和二阶传递函数形式。在

目前的文献中的研究也是先得到对象的传递函数表

示, 然后再化为状态空间表示, 显然是为了利用原

先状态空间分析的成果。本文用时频结合的方法给

出了设定值变化下的迭代学习算法, 并以系统参数

形式地给出几种学习算法的收敛性定理, 得到的结

论与状态空间分析方法
[ 2-4]
有极好的对称性, 为迭

代学习控制在工业过程控制中的应用提供了条件,

它同样适用于定值控制中 。
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Iterative Learning Control Algorithm and Its Convergence

for Process Control in Engineering Modeling
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Abstract:As to the method of engineering modeling in process control, the object model here obtained is represented by

transfer function.However, the current research is to transfer it as the form of state space, hence, iterative learning algo-

rithm and its convergence conditions are represented by matrix, which doesn't match the practical application.Here,

time_frequency combination method is applied to obtain the iterative algorithm with the assumed number changing.The

convergence theorems for the learning algorithms based on the system parameters are also obtained.In the meantime, the

empirical simulation supports the results.
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Abstract:The Darboux method is used to construct integral invariant for 3D Lotka_Volterra systems by quadratic polyno-

mials.The deduced integral invariant is employed to study the 3D predator_prey Lotka_Volterra systems and some new re-

sults are obtained.

Key words:Lotka_Volterra;invariant;predator_prey;global asymptotic stability
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