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摘　要:当 D 为对称矩阵时, 给出矩阵方程 XA=YAD 的对称解偶和双对称解偶 ( X, Y) 的一般表达式, 并

给出联立方程 XA=YAD, A T XA=D 有双对称解偶的充要条件以及通解表达式。
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　　用记号 R
n×m 表示实n ×m 矩阵空间, Rn×m

r 指

其中秩为 r 的全体,OR
n×n 为 n 阶正交矩阵全体,

SR
n×n
为n 阶实对称矩阵全体。R( A) , N( A) , A

 
分

别为矩阵 A的列空间, 零空间和 Moore_Penrose逆。

I( In) 为单位阵( n 阶单位阵) , O 为零矩阵 。

当 s是向量空间的子空间时Ps表示到 s上的正

交投影算子 。本文所论问题是:已知 A ∈ R
n×m
r , D

∈ SRm×m
, 分别求下列方程的双对称解偶( X, Y ) :

XA =YAD ( 1)

XA = YAD, 　AT
XA =D ( 2)

n 阶矩阵A =( a ij ) 称为双对称矩阵是指其满足

a ij =a ji =an-j+1, n-i+1, i , j =1, 2, …, n

当 D为对角阵时上述问题便是广义特征值反问题 。

文 [ 1] 讨论了方程 ( 2) 的解 X, Y 分别为

对称, 非负定及正定的情形。

下面首先推广文 [ 1] 定理 4.1 ( a) 的结果,

在无须满足 A
T
XA =D 的情形下, 讨论方程 ( 1)

的对称解偶, 将方程 ( 2) 的对称解偶作为本文定

理1的特殊情形;其次, 定理 2给出方程 ( 1) 的

双对称解偶的表达式, 并在定理 3进一步给出方程

( 2) 存在双对称解偶的充要条件以及通解的表达

式。

引理 1[ 2] 　设 A, B ∈ Rm×n
,则方程 AX =B,

X =X
T相容当且仅当 AA

 
B =B, AB

T =BA
T。这

时其通解为 X =A
 
B+( I-A

 
A) ( A

 
B)

T
+( I -

A
 
A) Z( I -A

 
A) ,  Z ∈ SRn×n 。

推论 1　设 A ∈ Rn×m
r , u ∈ R

n×( n-r )
, u

T
u =

I, R( u) =N( A
T ) , 则方程 XA =0, X =X

T的通

解是 X =uGu
T
,  G ∈ SR

( n-r)×( n-r)
。

定理 1　给定 A ∈ Rn×m
r , D ∈ SRm×m 。设 A的

奇异值分解( SVD) 为

A = U
΢ O

O O
V
T
= U1 ΢V

T
1 ( 3)

这里, U =[ U1, U2] ∈ OR
n×n

, V =[ V1, V2] ∈

OR
m×m

, U1, V1 为 r 列, ΢为正定对角阵, 且设

D =PΛP T =

Pdiag(λ1 Ik
1
, λ2 Ik

2
, …, λlIk

l
) P

T
( 4)

其中, λ1, λ2, …, λl 互异,且 λ1, λ2, …, λl-1 非零,

∑
l

j=1
kj =m, P =[ P1, P2, …, P l] ∈ OR

m×m
,

Pj ∈ R
m×k

j ,

r j =rank( V
T
2 Pj ) , R( uj ) =N( V

T
2 P j ) ,

uj ∈ R
k
j
×( k

j
-r

j
)
, u

T
j uj = I, j =1, 2, …, l

则矩阵方程 ( 1) 有对称解偶 ( X =X
T , Y =Y

T ) ,

其一般解为

X =( A
 
)
T
CDA

 
+U2Y21U

T
1 ADA

 
+

( U2Y 21 U
T
1 ADA

 ) T +U2X22 U
T
2

Y =( A
 ) T CA +U2Y 21U

T
1 +

( U2 Y21 U
T
1 )

T +U2Y 22 U2
T ( 5)

其中,

Y 21 =ZU
T
1 [ I -ADV2( ADV2)

 ] U1,

 Z ∈ R( n-r)×n
,

 X22, Y 22 ∈ SR
( n-r)×( n-r )

且

C =Pdiag ( C1, C2, …, Cl ) P
T ,

Cj =ujGju
T
j ,  Gj ∈ SR

( k
j
-r

j
)×( k

j
-r

j
)
, j =1, 2, …, l

　　证明　对任意 n ×n 矩阵 X, Y , 令
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U
T
XU =

X11 X12

X21 X22

,

U
T
YU =

Y 11 Y 12

Y 21 Y 22
,

X11, Y 11 ∈ R
r×r

( 6)

方程 ( 1) 等价于 U
T
XA = U

T
YAD,即

X11΢V
T
1 = Y11΢V

T
1 D,

X21 ΢V
T
1 =Y 21 ΢V

T
1 D ( 7)

若 X, Y 是方程 ( 1) 的对称解, 则有

X21 = Y21΢V
T
1 DV1΢

-1
,

Y 21 ΢V
T
1 DV2 =0,

故可得 Y 21 的通式。

　　设 C = V1΢Y 11΢V
T
1 , 则 C = C

T
, 且

CV2 =0, Y 11 = ΢
-1
V
T
1 CV1 ΢

-1
,

X11 =΢
-1
V
T
1 CDV1΢

-1
, CD =DC

故有 P
T
CPΛ=ΛP T

CP 。于是

P
T
CP =diag( C1, C2, …, Cl )

其中, Cj 是 kj 阶对称矩阵,由 CV2 =0有

CjP
T
jV2 =0

故由推论 1可得 Cj的表达式, j =1, 2, …, l 。再由

式 ( 6) 及对称性可得式 ( 5) 。反之容易验证由式

( 5) 给出的 X, Y 对称且满足方程 ( 1) 。

文 [ 1] 定理 4.1 ( 4.7) 式等价于本文式 ( 5)

满足 A
T
XA =D 时的特殊情形, 证略。

定理 2　已知 A ∈ Rn×m
r , D ∈ SRm×m 。设 P, Pj,

kj , j =1, 2, …, l, 如定理 1所示,记 k =[ n/2] , Sk =

[ ek , ek-1, …, e1] , ej是 Ik的第 j列, j =1, 2, …, k 。

M
T
A = A

T
1 　A

T
2

T
,

A1 ∈ R
( n-k )×m

, A2 ∈ R
k×m

其中, M 依 n 的奇偶分别为[ 3]

M =
1

2

Ik Ik

Sk -Sk

, n =2k ;

M =
1

2

Ik 0 Ik

0 2 0

Sk 0 -Sk

, n =2k +1

设 i =1, 2, ri =rank( Ai ) , Ai 的 SVD为

Ai = Ui

΢i 0

0 0
V
T
i

这里 ΢i 为正定对角阵,

U1 =[ U11, U12] ∈ OR
( n-k )×( n-k )

,

U2 =[ U21, U22] ∈ OR
k×k

,

Vi =[ Vi1, Vi 2] ∈ OR
m×m

Ui1 和 Vi 1均为 r i 列,

R(uij ) =N( V
T
i2P j ) ,

u
T
ijuij = I, j =1, 2, …, l

则方程 ( 1) 有双对称解偶 ( X, Y ) , 其通解为

X =M
X1 0

0 X2

M
T ,

Y =M
Y 1 0

0 Y 2
M

T ( 8)

Xi =( A
 
i )
T
CiDA

 
i +Ui2Y i21U

T
i1A iDA i

 
+

( Ui2Y i21 U
T
i1 AiDA

 
i )
T +Ui2 Xi22Ui2

T

Y i =( A
 
i )
T
CiA

 
i +Ui 2Y i 21 Ui 1

T +

( Ui2Y i21 Ui1
T) T +Ui2Y i22Ui2

T , i =1, 2

其中

Y i 21 =Z iUi 1
T[ I -A iDVi2( AiDVi 2)

 ] Ui1, i =1, 2

 Z1 ∈ R
( n-k-r

1
)×r

1,  Z2 ∈ R
( k-r

2
)×r

2,

Ci = Pdiag( Ci1, Ci2, …, Ci l ) P
T
, Cij = uijGiju

T
ij

这里, Gij , Xi 22, Y i22 为适当阶数的任意对称矩阵,

i , j =1, 2。

证明 　双对称矩阵 X, Y 具有 ( 8) 的形

式[ 3] , 式 ( 1) 等价于

X1A1 =Y 1A1D, X2A2 = Y2 A2D

由定理 1可得结论 。

引理 2
[ 1]
　方程 A

T
XA =D 有对称解 X的充

要条件是D
T =D, N( A)  N( D) 。

定理3　在定理 2的条件下, 若 D 奇异, 则方

程 (2) 有双对称解偶 ( X, Y ) 的充要条件是

V
T
22PjP

T
jV12 =0, j =1, 2, …, l -1

这时通解为定理 2的结果中将 Cij , j =1, 2, …, l -

1改为

C2j =u2ju
T
2j +u1ju

T
1 ju2jW ju

T
2ju1ju

T
1j ,

C1j = I k
j
-C2 j ,

 W j ∈ SR
( k

j
-r

2j
)×( k

j
-r

2j
)
, j =1, 2, …, l -1

当 D 非奇异时,将上述结果取 j =1, 2, …, l即可 。

证明　由 ( 8) 式可知

A
T
XA = A

T
1 X1 A1 +A

T
2 X2A2 =D

当且仅当 ( C1 +C2) D =D,即

diag( C11 +C21, …, C1l +C2l ) Λ=Λ,

当 D 奇异时, 上式意味着 C1 j +C2 j = Ik
j
, 即

u1jG1 ju
T
1j = I k

j
-u2jG2ju

T
2 j , j =1, 2, …, l -1,

由引理 2知对称矩阵 G1 j , G2j 满足上式当且仅当

( I -u2 jG2ju
T
2j ) PN( uT

1j
) =0

即

PN( uT
1j
) u2jG2ju

T
2j =PN( uT

1j
) , j =1, …, l -1 (9)
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sin2 A
2
≥1
2

1 - r
2R

≥3
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可证明上式有对称解当且仅当

u2ju
T
2jPN( u T

1 j
) =PN( uT

1j
)

即 N( u
T
1j )  R( u 2j )

这相当于 V
T
22PjP

T
jV12 =0, j =1, 2, …, l-1 。这时

式 ( 9) 等价于

PN( uT
1j
) u 2j ( G2 j -I) =0

用引理 1 经推导可得 G2j , C2j 表达式。具体推导

略。
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