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摘　要:对于实特征灵敏度分析问题, 给出了一种代数法求解公式, 所提出的方法既适合于单频, 也适合于重

频。为说明算法的数值稳定性, 还给出了严格的数学证明。
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　　结构的设计灵敏度分析, 涉及设计变量与结构

的响应之间的关系, 在系统识别 、 振动控制和结构

优化等领域有着广泛的应用。特征灵敏度 (系统的

特征解关于设计参数的导数) 是结构的设计灵敏度

的一个重要组成部分 。自 1968年Fox等
[ 1]
提出了计

算实特征灵敏度的模态法以来, 实特征灵敏度分析

一直是人们热衷研究的课题。目前, 在实特征灵敏

度中常用的方法有:①模态法
[ 1]
;②模态截断修正

法
[ 2-4]

;③迭代模态法
[ 5, 6]
;④代数法

[ 7]
。一般来

说, 前3种方法均是近似解法, 要想得到足够的精

度, 必须给出足够的特征对, 这有时是非常困难

的。最后一种方法是精确解法, 但该法在实施过程

中破坏了矩阵的对称性, 给编写程序带来了很大的

不便 。为了保持矩阵的对称性, 并且在计算机上易

于实现, 对于实特征灵敏度计算问题, 本文提出了

1种代数方法。该方法不仅适用于单频, 而且也适

用于重频 。为了说明算法的数值稳定性, 本文给出

了严格的数学证明。

1　计算实特征灵敏度的代数法

对于具有 N 个自由度的无阻尼线性系统, 其

自由振动方程为

M q +Kq =0 ( 1)

其中, M 、 K分别为半正定和正定矩阵 。

相应于方程 ( 1) 的特征值问题为

( K -Mλi ) xi =0 ( 2)

把上式用特征向量矩阵形式表示可得

KXm -MXmΛm =0 ( 3)

其正交条件为

X
T
mMXm = Im ( 4)

其中, Im 是m 阶单位矩阵, Xm 是与λm 相应的特

征向量矩阵 。 Λm =λmIm, Xm = ( xi+1 , xi+2 , …,

xi+m) 。

对于方程 ( 3) 和 ( 4) , 当 m ≠1 时, 此时特

征值为重特征值 。特征值和特征向量的导数不能直

接计算, 因为此时在关于质量阵正交归一的条件

下, 重特征值所对应的特征向量不是惟一的
[ 8]
, 而

且 Xm 在某个设计参数P0 处一般并不连续 。因此,

在求重特征解的设计导数时, 首先是利用 Xm 来寻

找这样的α使得

Z =Xmα

关于 P连续可微, 其中 α
T
α=Im ;然后, 再计算 Z

关于设计参数 P的导数 。利用这种方法所求得的 Z

是惟一的
[ 8]
。由

Z
T
MZ =α

T
X

T
mMXmα

T
α= Im ( 6)

可知 Z也是满足正交条件的重特征值λm 所对应的

特征向量。因为

KZ -MZΛm =0 ( 7)

　　方程 ( 7) 关于设计参数 P 求导可得

( K -λmM)  Z
 P
=MZ

 Λm
 P
-  K
 P
-λm

 M
 P

Z

( 8)

在方程 ( 8) 左乘 X
T
m 到方程 ( 3) 和 ( 5) 可得

X
T
m
 K
 P
-λm

 M
 P

Xmα=-α
 Λm
 P

( 9)

上述方程是一个关于重特征值导数
 Λm
 P
和 α的 m

阶子特征值问题, 一般来说, m ≤N 。为讨论问题

的方便, 假设方程 ( 9) 具有 m 个孤立的特征值 。

此时 α可惟一确定下来。当然, Z 也可惟一确定下

来 。

需要说明的是, 当 m =1时, α=1,此时 Z =

xm = xi+1 。这对应于单频的情况。
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方程 ( 6) 相对于设计参数 P 求导得

Z
T
M
 Z
 P
=-

1
2
Z

T  M
 P

Z ( 10)

由方程 ( 8) 和 ( 10) 可得

K -λmM MZ

Z
T
M 0

 Z
 P

 Λm
 P

=

-
 K
 P
-λm

 M
 P

Z

-
1
2
Z

T  M
 P

Z

( 11)

这是一个关于
 Z
 P
和
 Λm
 P
的线性代数方程组, 原来

矩阵的对称性均被保留下来。如果系数矩阵满秩的

话, 那么该算法在数值上是稳定的 。下面给出其严

格的数学证明。

2　算法的稳定性

设 D =
K -λmM MZ

Z
T
M 0

( 12)

Υ=
Χ　0

0　Im
( 13)

其中, Χ = (  1 ,  2 , …,  n-m , Zi+1 , Zi+2 , …, Zi+m ) ,

 1 ,  2 , …,  n-m 是相互独立的且与Z i+1 , Z i+2 , …,

Zi+m线性无关, 则矩阵 Υ的所有列是线性无关的,

从而 Υ是满秩矩阵。现证明 D满秩。

由方程 ( 12) 和 ( 13) 可得

Υ
T
DΥ=

Χ　0

0　Im

T
K -λmM MZ

Z
T
M 0

Χ　0

0　Im
=

Χ
T
( K -λmM) Χ Χ

T
MZ

Z
T
MΧ 0

( 14)

由方程 ( 13) 和 ( 14) 可得

Χ
T
( K -λmM) Χ=

 A　0

0　0
( 15)

Χ
T
MZ =

 B

Im
( 16)

Z
T
MΧ=

 B

Im

T

( 17)

因此 Υ
T
DΥ=

 A 0  B

0 0 Im

 B
T

Im 0

( 18)

由方程 ( 18) 可得

|det( Υ
T
DΥ) |=

det
 A  B

0 Im
·det( Im) =|det( A ) | ( 19)

由方程 ( 15) 可知, 因为 Χ
T
( K -λmM) Χ的阶数

是n ,秩是 n -m, 所以  A的秩必须是n -m 。从而

det( A ) ≠0

由方程 ( 19) 可知,

det( Υ
T
DΥ) ≠0

因为 Υ是满秩矩阵, 所以

det( D) ≠0

即 D 是满秩矩阵。
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Abstract:An algebraic method for sensitivity analysis of real eigenproblems is presented.In the view of theoretical anal-

ysis, the method can be applied to the repeated frequencies as well as to the distinct ones.In order to illustrate that the

proposed method is stable in numerical computations, a proof is also given.
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