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摘　要:借助于部分估计原理和质量分布原理, 证明了三分 Cantor 集 C自乘积集 C×C的 Hausdorff测度满足

1.483 29 ≤ H
log4

3( C ×C) ≤1.502 88。
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　　计算与估计分形集的 Hausdorff 维数与测度是

分形几何研究的重要内容之一, 一般地说, 计算分

形的 Hausdo rf f维数, 特别是计算 Hausdo rf f测度是

非常困难的, 在满足开集条件下, 自相似集的

Hausdorff维数已被完全确定[ 1] 。但就在这种情形,

Hausdorff测度的计算与估计, 除直线上 Cantor 集

及其种种变形之外, 也几乎无任何结果[ 2-4] 。文

献 [ 5] 首先得到维数为 1的一种 Sierpinski地毯的

Hausdorff测度的准确值, 文献 [ 6] 又把这个结果

推广到维数不大于 1的情形。到目前为止, 尚无任

何维数大于 1的分形的 Hausdorf f测度被确定 (含

给出计算表达式) 。本文研究了三分Canto r集 C 的

自乘积集 C×C (维数大于 1) 的 Hausdorff 测度,

得到了 H ( C×C) 的一个较好的估计 。本文证明

细节将另行给出 。

1　三分 Cantor集 C自乘积集的 Hausdorff测度

在平面R
2 上取单位正方形 E 0,在 E 0上除了保

留 4个角上边长为 1/3的小正方形外删去其余部分

的内部,得到 4个边长为 1/3 的小正方形的集合记

为 E 1, 对 E1 中的每个正方形重复上述过程得到的

集合记为 E 2,无限重复上述过程,得到

E 0  E 1  …En  …

非空集合 C×C=∩
∞

n =0
En 即为 Cantor集 C的自乘积

集, 它是由 4个相似比为 1/3的相似压缩函数生成

的自相似集且满足开集条件, 因此, C ×C 的

Hausdorff维数 s=dimH ( C×C) 满足:4 (1/3)
s

=1。即 1<s=log43<2 。本文的主要结果是

定理 　三分 Cantor 集的自乘积集 C ×C 的

Hausdorf f测度满足不等式

1.483 29 ≤ H
log

4

3 ( C ×C ) ≤1.502 88

　　为了证明此定理, 叙述若干命题和引理。

命题1[ 1] 　设 s =log43, 则对任何 x 1, x 2, x 3, x 4

∈ (0, ∞) ,有
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　　命题 2[ 4] 　设 F =C ×C, U  R
n为可测集合

且|U |>0, 则

H
s
( F ∩ U) ≤|U |s

　　对 n ≥0, En 由 4n 个边长为 1/3n 的正方形组

成,每个这样的正方形称为基本正方形, 记为 ◆n 。

在 En 上定义分布函数μ,满足

μ( E0) =2
s/2

μ( ◆n) =
1

4
n ·2

s/2

μ( E0 -C ×C) =0, 　n =1, 2, …

则 μ为 E0上的一个测度且 μ为C ×C上的一个质

量分布,如图 1建立直角坐标系 。

　　C × C 和 x 轴上的 [ 0, 1] 区间的交是三分

Cantor集 C, En ∩ [ 0, 1] 由 2n 个长为 1/3n 的闭区

组成(图 2) ,它们称作 En ∩ [ 0, 1] 的基本区间, 记作

I n 。在[ 0, 1] 上定义分布函数 μ1

μ1( [ 0, 1] ) =1

μ1( In) =1/2
n

μ1( [ 0, 1] -C) =0, 　n =1, 2, 3, …
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图 1　直角坐标系的建立

Fig.1　An or thogonal coo rdinate sy stem
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图 2　三分 Cantor集的构造

Fig.2　Construction of the third Canto r set

μ1( [ 0, x ] ) 是[ 0, 1] 上的单调增函数 。μ1 为 C

上的一个质量分布。

引理 1　对任何 x ∈ [ 0, 1] 有

μ1( (0, x ] ) ≥
2

2
sx

s

　　为了以后的应用, 本文还给出下面的推论。

推论　对任何 x ∈ ( 0, 1/3] ,有

μ1([ 0, x ] ) ≥
4

2
sx

s

　　如图 1, 设 G 为平行于E 0的斜对角线且与 E 0

相交的直线,记原点到 G 的距离d ( (0, 0) , G) =g

≥0, G 与 x 轴, y 轴围成的三角形为 ■g 。

引理 2　μ( ■g ) ≥0.983 6gs , 0 ≤g ≤ 2/3。

由引理 1和引理 2可以证明下面的引理 3。

引理 3 　对任何可测集合 V, 有

μ( V ) ≤1.044|V|s

2　主要定理的证明

定理的证明, 由引理 3和质量分布原理
[ 1]
可以

证明左边的不等式 。

由文献 [ 4] 的部分估计原理可以证明右边的

不等式 。
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Abstract:For the Hausdorff measure of the Cartesian product of the middle third Cantor set wi th i tself, by the

part estimation principle and the mass dist ribution principle, the following estimation

1.483 29 ≤H
log

4

3( C ×C) ≤1.502 88

is obtained.
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