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摘　要:利用 B样条的局部性及其求导的特殊性, 对带有噪声的数字图像的梯度计算, 即:首先利用 B 样条进

行拟合, 然后求梯度。这样的处理就抑制了噪声的影响, 而且 B 样条的计算特别简单。还提出了算法实现的优

化, 同时给出了实验结果。
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　　对数字图像而言, 边缘是图像中最重要的一类

信息 。现实生活中的图像基本都是带有噪声的, 如

何在这些图像中提取边缘信息一直是一个热门的研

究课题之一
[ 1,2]
。比较常见的提取方法是先进行滤

波, 然后再进行求梯度来确定边缘点。因为在求梯

度的时候, 噪声会引起计算结果的较大误差, 经过

滤波, 这种影响会大大降低。从 B样条的数学性质

可知, 通过 B样条的磨光, 可以得到比较光滑的函

数, 所以对带噪图像来说, 可以起到抑制噪声的作

用, 另外, B样条基函数的导数在相邻的次数上有

特殊的关系, 这使得拟合函数求导的计算大大简

化, 并且易在计算机上实现。另外, 在具体的计算

机实现中, 利用数字图像的特点, 对算法进行了优

化, 使得效率大大提高。

1　B样条的磨光法及样条基的
求导性质

　　对数字图像的边缘提取来说, 像素点的梯度的

计算是一个关键的步骤。从函数逼近的角度来看,

通过函数的磨光可以使函数的光滑性得到提高, 运

用到图像上, 通过这种拟合的方法就会降低噪声的

影响, 并且得到一个连续变量的可导函数, 从而使

得函数求梯度变得更加简单和准确 。从下述的分析

可以看出, B样条磨光是一个很好的选择 。

1.1　B样条磨光法

先看一维的情形
[ 3]
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上式是 k 次 B 样条基函数的表示形式, 则 ( 1) 式

称为磨光公式, h 称为磨光参数 。磨光函数具有下

列性质 ( 2) 、 ( 3) :
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其中, f k+1 ( x ) 表示 f ( x ) 的 k +1次不定积分,即:
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其中, l =0, 1, …, m 。从( 1) , ( 2) , ( 3) 式及其 B 样条

基函数的性质可以看出:

1) 磨光函数可使原函数的光滑性得到提高;

2) 由于 B样条具有紧支撑性质, 所以磨光过

程具有局部作用的特点;

3) 磨光法具有保凸性, 即磨光函数能保持原

函数的外型特点;

4) 磨光函数的表达形式简单, 容易在计算机

上实现 。

对于只给定离散型值点的磨光法的问题:假定

在节点 {xi}上给定型值点{y i}, xi =x0+ih , i=0,

1, 2, …, N ,则依次连接型值点而得到的折线
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, x ∈ [ x0 , xN ]

其中,

Ψ1 ( x ) =
0, 当|x |≥1

1-|x |, 当|x |<1

对 S 1 ( x) 经过 k -1次磨光, 可得 k -1次磨光函数

Sk ( x ) =∑
N

j=0
yjΨk

x -xj
h

( 4)

其中, Ψk ( x) 的表达式见( 1) 式,有效磨光范围为

[ x0 +( k -1) h, xN -( k -1) h] 。

在数字图像处理过程中, 可以先通过插值或拟

合的方法把离散的情形变为连续的情形, 那么, 就

可以利用连续函数的一些方法来处理问题了 。其

中, 磨光法就是一个非常好的拟合方法, 通过磨光

法对带噪图像进行拟合, 既保持了图像原有的一些

特点, 由于光滑程度的提高, 同时又抑制了噪声对

处理图像时的影响。

设f ( x , y) 代表带噪图像, ( x , y ) ∈ D ={1, M}

×{1, N}为一个离散集合,M , N表示图像的大小, D

表示图像像素集合, 则对图像进行磨光可以表示为:

 f ( x, y ) =∑
i
∑
j

f ( i , j ) Ψk ( x -i ) Ψk ( y -j ) ( 5)

1.2　B样条基函数的求导性质

　　对 k 次 B样条 Ψk ( x) 求导有如下性质
[ 1]
:
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考虑图像这种二维情况:对函数 f ( x, y ) 来说, 对( 5)

式关于 x 和 y 求偏导可得下式:
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从 ( 6) 、 ( 7) 、 ( 8) 式可以看出, 图像梯度

 f ( x, y ) =  
 x
f ( x , y ) ,  

 y
f ( x, y )

的计算, 只需知道不同次数的 B样条在离散的型值

点上的函数值即可, 而不需要再按函数求导的一般

法则进行, 这样就避免了烦琐的计算。在一般情况

下, 选择 3次 B样条来处理图像问题 。

2　B样条拟合来计算带噪图像梯度的
实现算法

　　用 3次张量积 B 样条对大小为 M ×N 的图像

f ( i , j) , i =1, M;j =1, N做拟合,得到如下形式:

 f ( x , y ) =∑
N

j=1
∑
M

i=1
f ( i , j ) Ψ3 ( x -i) Ψ3 ( y -j)

不妨先看
 
 x
 f ( x, y ) 的情形:
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利用 B样条基函数的性质:

supp Ψ2 ( x ) = -3
2
, 3
2

supp Ψ3 ( x) =[ -2, 2]

可得出 f x ( x , y) 在整数点( m, n) , (m =1, M;n =

1, N ) 处的值为:
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i=m-2
f ( i, j ) Ψ2 m -i +

1
2
-
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注意 ( 9) 式在边界处的特殊情况, 通过延拓的方

法, 利用 ( 9) 式可构造矩阵形式:

 F x =( T1 -T2 ) ·F ·T3 ( 10)

其中,

F =[ f( m , n) ] M×N ,

 Fx =[ f x ( m, n) ] M×N

T1 =
1
2

1 1 0 0 … … …
0 1 1 0

   
… … … 0 0 1 1

… … … 0 0 0 1 M×N

T2 =
1
2

1 0 0 … … …
1 1 0 … … …
0 1 1 … … …
   
… … 0 1 1 0

… … 0 0 1 1 M×M

T3 =
1
6

4 1 0 0 … … …
1 4 1 0 … … …

   
… … … 0 1 4 1

… … … 0 0 1 4 N×N

　　在 ( 10) 式中 F 表示带有噪声的原始图像,

Fx 表示在每一点上的 x 方向的导数值所组成的矩

阵 。同理, 对 y 方向上的偏导数的计算也是类似

的 。

图像求梯度的问题是一个局部化的问题, 因为

对每点都要进行特殊的计算, 在编程时不可避免地

要用到大量的循环语句 。但是, 通过 ( 10) 式, 可

以把逐点计算转化为矩阵的计算, 以利用擅长矩阵

计算的软件, 如 Matlab, Fortran等, 可以简化程序
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设计, 提高计算的效率。

3　实验结果

图像梯度的计算主要用于图像边缘的提取, 本

文的实验采用 3次 B样条拟合后求梯度, 然后用局

部极大梯度的方法
[ 2]
来判断边缘点, 实验是在

Matlab上实现的 (图 1-3) 。

图 1　字母 S的边缘检测结果

Fig.1　Edge detecting result of letter S

a 带噪图像字母 S, 噪声为 Gaussian白噪声, 方差=15;

b 边缘检测结果

图 2　汉字的边缘检测结果

Fig.2　Edge detecting result of Chinese character

a 带噪图像汉字, 噪声为 Gaussian白噪声, 方差=20

b 边缘检测结果

图 3　Lena的边缘检测结果

Fig.3　Edge detecting result of Lena

a 带噪图像 Lena, 噪声为 Gaussian白噪声, 方差=15;

b 边缘检测结果

　　表 1列出算法优化前后的计算时间对比。

表 1　两种算法的计算时间
1)

Tab.1　Time consumed by two algorithms s

算法
字母S

256×256

汉字

256×256

Lena

256×256

循环算法 379 429 480

优化算法 17 23 26

1) 本实验是在赛扬 400, 128M 内存的微机上用 Matlab 软件

实现的。
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Gradient Computation of Noisy Digital Image by B_spline Fitting

LU Feng, YANG Zhao_xia, GUAN Lu_tai
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Abstract:A new approach, which uses the local and derivative properties of B_spline to compute the gradient of noisy

digital image, is presented.The noisy image is fitted by B_spline before computing the gradient.After the processing,

the noise will be reduced.Furthor more, the representation of B_splines is very simple.An improved algorithm is also

given with some experimental results.
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