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摘　要:在夹层梁脱层分析所得到的附加状态的多项式解的基础上, 提出了计算夹层梁脱层问题的能量释放率

的一种简便方法, 为此类问题的断裂力学分析提供了一种有力的工具。
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　　夹层梁中最常见的损伤形式是脱层, 特别是层

间界面裂缝。脱层扩展的理论研究主要是采用断裂

力学方法处理脱层尖端的奇异性, 已有的脱层裂缝

的扩展是由应力强度因子或能量释放率的大小支配

的, 因此能量释放率的计算是脱层问题断裂力学分

析的基础, 然而用通常的数值方法直接去计算脱层

问题的能量释放率将是十分困难而复杂的[ 1] 。本文

利用状态分解[ 2] , 将真实状态的能量释放率的计算

转化为对附加状态多项式解的微分运算, 大大简化

了分析的难度, 为能量释放率的计算提供了 1条方

便的途径 。

1　能量释放率的计算

由文 [ 2] 的分析, 脱胶问题的真实状态(图 1

( a) )可分解为不含脱胶的基本状态(图 1( b) )和附

加状态(图 1( c) )的叠加。基本状态的解答可用通

常的方法得到, 而附加状态的多项式解答已经在文

[ 3] 中给出 。

将真实状态 、基本状态和附加状态的应力 、 应

变和挠度分别记为  σij , εij ,  w,  σ0ij,  ε
0
ij ,  w

0 和 σij , εij ,

w,其中应力分量和应变分量的下标 i , j取值应为 1

或3, 分别对应于 x 轴和z 轴,且 σ33 =σz =0, ε33 =

εz =0。由叠加原理,有

 σij =σ
0
ij +σij , εij =ε

-
ij +εij ,  w =w

0 +w (1)

真实状态的系统总势能为

Π=
1
2∫L∫

t
c
+t

f

-t
c
-t

f

 σij εijdzdL -∫Lq( x)  wdL (2)

其中, L 是整个梁长。

注意到附加状态所受的外力是一对大小相等 、

方向相反的剪应力, 因而是零力系, 它们对于基本

状态的位移所做的功显然是零, 再利用功的互等定

图 1　状态分解示意图

Fig.1　The schematic diagram of state decomposition

　　　 ( a) 夹层梁脱胶真实状态;

　　　 ( b) 不含脱胶的基本状态;

　　　 ( c) 含脱胶的附加状态;

　　　 ( d) 分层面

理, 可知附加状态的应力对于基本状态的应变所做

的功以及基本状态的应力对于附加状态的应变所做
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的功均为零, 即:
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σ0ijεijdzdL =0 (3)

利用式 ( 1) 和 ( 2) , 真实状态的总势能可简化为

Π=
1
2∫L∫

t
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-t
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f

(σ0ijε
0
ij +σijεij )dzdL -

∫Lq( w0 +w) dL (4)

现在不妨假设脱层段向右有长度为 da 的扩展, 则

由此引起的能量释放率可表达为

Π＊A =-
dΠ
da

(5)

　　由于基本状态不含脱胶, 故相关的量与脱层长

度的变化无关即它们对 a 的导数应是零, 于是上

式的能量释放率可简化为

Π＊A =-
d
da∫L( W -q( x) w)dL,

W =∫
t
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σijεijdz (6)

式中的 W 是附加状态的应变能密度, 而 σij , εij ,

w的解答 (显然是 a 的函数) 利用文[ 3]给出的方

法可用多项式求出。从形式上脱层问题的能量释放

率仅与附加状态有关, 但附加状态中的那一对已知

剪应力却是由基本状态确定的, 因此能量释放率是

由基本状态和附加状态共同决定的 。

2　附加状态应变能密度的简化计算

如图 1 ( a)所示夹层梁, 其蒙皮相对于芯层对

称铺设 。蒙皮为各向同性材料, 其杨氏模量为 E f ,

泊松比为 vf ,厚度为 t f;芯层为正交各向异性材料,

正交向杨氏模量分别为 Ecx , Ecy ,泊松比分别为 vcxy ,

vcyx, 横向剪切模量分别为 Gcxy , Gcyx , 芯层厚度为

2t c。下面对附加状态的应变能密度 W加以分析 。首

先对于未脱胶段, 由文[ 3] 未脱层段的位移解答可

得:
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其中, E
＊
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E
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, 下标 1, 2, 3分别表示上蒙皮 、芯层和下蒙

皮的应力 、应变分量及应变能密度,由于参数 ζ远小

于 1, 因此在未脱胶段的上下蒙皮的应变能相对于

芯层而言是可以忽略的 。

对于脱胶段, 利用文[ 3]的脱层段的位移解答,

可得
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　　因此, 脱胶段上下蒙皮的应变能相对于芯层而

言也是可以忽略的 。

这样, 在计算附加状态的应变能时, 只须考虑

芯层的应变能, 而上下蒙皮的应变能可忽略。然而

值得注意的是, 对于不含脱胶的基本状态, 上下蒙

皮的应变能是主要的, 而芯层的应变能是次要的,

完全可以忽略。这样, 式 ( 6) 可简化为

Π＊A =-∫L
dW2

da
-q( x)

dw
da

dL (9)

3　实例分析

作为例子, 分析图 2示夹层悬臂梁, 其长度足

够长, 在中央位置含一脱层段。本文中采用无量纲

量, 取 tc =1, tf =0.1, a =1.5, Q =0.8, Ef =

1 000, Ec =1, Gc =0.4,此时参数ζ=0.01。对基本

状态采用 Allen模型[ 4] 进行计算, 此时芯层内的剪

应力是一常数τ=Q/ (2Gctc) =1,因此附加状态上

的已知剪应力是  τ=-1, 此时附加状态是反对称

的,其解答与本文第 1 部分中实例分析中的结果相

差 1个负号。

图 2　含脱层的夹层梁

Fig.2　Sandwich beam with delamination

　　首先分析能量释放率随脱层长度 2a 的变化情

况 。计算结果如图 3所示,可见能量释放率随着 a的

增加而急剧地增加 。

在图4中研究了附加状态的未脱层段的应变能

在附加状态的总应变能中所占比重。当脱层长度较

小时, 未脱层段的影响较大, 因而未脱层段的应变

能对总应变能的贡献较大;而随着脱层长度逐渐增

加, 未脱层段对总应变能的贡献逐渐减少, 基本上
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趋向于 10%, 因此在一般情况下, 未脱层段的影

响是不宜忽略的 。

图 3　能量释放率随脱层长度的变化

Fig.3　Varieties of energy release rate

图 4　未脱层段的应变能对总应变能的影响

Fig.4　 Influence of strain energy in undelaminated

sector compared to total srtain energy

4　结　论

本文提出了计算夹层梁附加状态能量释放率的

一种简便方法, 比较了附加状态中蒙皮与芯层的应

变能, 并得到了前者相对于后者可以忽略这一结

论;研究了未脱层段对附加状态总应变能的贡献,

并认为这是一个不宜忽略的因素 。
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ergy release rate is proposed, and this method is a powerful tool for analyzing such fracture mechanics problems.
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