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摘　要:提出了 K_弱凸性与K_弱光滑性, 作为K_强凸性与K_强光滑性的推广, 然后证明了K_弱凸性与K_弱光

滑性是对偶性质;Banach空间 X 是非常凸的当且仅当X 是严格凸的且K_弱凸的;Banach 空间 X 是局部一致凸的

当且仅当X 是K_强凸的和严格凸的且具有 ( WM) 性质。
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1　有关的定义

Sullivan[ 1]引进了局部 K_一致凸的概念, 南朝

勋等[ 2]定义了 K_强光滑性并讨论了它的性质和它

与其它凸性的许多关系 。苏雅拉图等[ 3]得到了 K_

强光滑性的共轭概念K_强凸性 。本文将引入 K_弱

凸性与K_弱光滑性的概念, 它们是 K_强凸性和K_

强光滑性的推广, 并建立它们之间的对偶关系。最

后, 本文还弄清了非常凸性与 K_弱凸性, 局部一

致凸性与 K_强凸性, 局部弱一致凸性与 K_弱凸性

的关系。

定义 1[ 2] 　Banach空间 X 称为K_严格凸的, 若

对 X 中的任意 k+1个元素 x1, x2, …, xk+1, 当

∑
k+1

i=1

xi =∑
k+1

i=1

‖xi ‖

时, x1, x2, …, xk+1是线性相关的。

定义 2[ 2] 　设 X 为 Banach空间, x ∈ S ( X) ,若

dim Sx ≤K ,则称 x为X 的一个K_光滑点,若任意 x

∈ S ( X) , x都是K_光滑点, 则称Banach空间 X为K_

光滑空间 。

定义 3[ 2] 　设 X 为K_光滑空间,且对任意 x ∈

S (X ) , 当 f n ∈ S( X
＊
) , f n( x ) ※1时,{f n}是相对紧

集,则称 Banach空间 X 为K_强光滑空间 。

定义 4[ 3] 　设 X 为K_严格凸空间,且对任意 x

∈ S( X) , 当 xn ∈ S( X ) , 及对某个 f ∈ S ( X
＊
) ,

f ( xn ) ※1时,{xn}是相对紧集,则称Banach空间 X

为K_强凸空间 。

定义 5　设 X 为 Banach 空间, 对任意 x ∈

S (X ) ,当 xn ∈ S( X) ,及对某个 f ∈ S (X
＊
) , f ( xn)

※1时,{xn}是弱相对紧集,且{xn}最多只有K个线

性无关的弱极限点, 则称Banach空间 X为K_弱凸空

间 。

定义 6　设 X 为 Banach 空间, 对任意 x ∈

S ( X) ,当 fn ∈ S ( X
＊
) , fn ( x) ※1时,{fn}是弱相对

紧集,且{fn}最多只有K个线性无关的弱极限点,则

称 Banach空间 X 为K_弱光滑空间。

定义7[ 3] 　设X 为Banach空间, x ∈ S (X ) 称为

U(X ) 的 K_强暴露点,若存在 f ∈ S ( X
＊
) ,使 f ( x)

=1且 dim Af ≤K,而且当 xn ∈ S( X ) , f ( xn) ※1( n

※∞) 时, dist( xn , Af ) ※0。

定义8　设 X 为 Banach空间, x ∈ S( X) 称为

U(X ) 的 K_弱暴露点,若存在 f ∈ S ( X
＊
) ,使 f ( x)

=1且 dim Af ≤K,而且当 xn ∈ S ( x ) , f ( xn) ※1( n

※∞) 时,有 yn ∈ co({xn}) ,使得dist( yn, Af ) ※0。

定义9
[ 4]
　若对任意 x ∈ S( X ) , xn ∈ U(X ) , f x

∈ Ax ={f ∈ S( X
＊
) , f ( x ) =1}, ‖ xn +x‖ ※2,

有{xn}的子列{xn
j
}使得 f x( xn

j
) ※1, 则称Banach空

间具有(WM) 性质。

命题1
[ 2]
　设 X 为 Banach空间 。

( 1) 若 X
＊为 K_光滑的,则 X 为K_严格凸的。

(2) 若 X
＊为 K_严格凸的, 则 X 为K_光滑的。

2　主要定理

首先回顾 x0称为{xn}的(弱) 极限点是指存在

xnj ∈{xn},使得 xnj(弱) 收敛于 x0 。利用极限点可以

得到K_强凸和K_强光滑的一个充要条件。

定理1　设 X 为 Banach空间,则

( 1) X 为K_强凸空间的当且仅当对任意 x ∈

S ( X) ,当 xn ∈{xn},及对某个 f ∈ S ( X
＊
) , f ( xn) ※
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1时,{xn}是相对紧集,且{xn}最多只有K个线性无

关的极限点。

( 2) Banach空间X为K_强光滑空间的当且仅当

对任意 x ∈ S( X ) , 当 fn ∈ S( X
＊
) , f n( x ) ※1时,

{fn}是相对紧集,且{f n}最多只有 K 个线性无关的

极限点。

以上定理容易从定义证明,故这里略去。

定理 2　设 X 为 Banach空间, 则

(1) 若 X
＊为 K_弱光滑的, 则 X 为K_弱凸的 。

(2) 若 X
＊为 K_弱凸的,则 X 为K_弱光滑的 。

证明 　(1) 由 X
＊为 K_弱光滑的易知, X

＊为

K_光滑的, 从而 X 为K_严格凸的,因此对任意 x ∈

S (X ) , 当 ‖ xn ‖ =1及某个 f ∈ Sx, f ( xn) ※1( n ※

∞) 时, 有

xn( f) = f ( xn ) ※1

这里, xn ∈ S (X )  S (X
＊＊

) 。

由于 X
＊为 K_弱光滑的, 因此{xn}是 X

＊＊中

的弱相对紧集, 从而{xn}是 X 中的弱相对紧集, 所

以 X 是K_弱凸的。

( 2) 由 X
＊为 K_弱凸的易知, X

＊为 K_严格凸

的,从而 X 为K_光滑的, 因此对任意 x ∈ S (X ) , 当

‖ fn ‖ =1及 fn( x) ※1( n ※∞) 时,存在 ‖ f ‖ =

1, 使得 f ( x ) =1,故有

x( f n) = fn( x) ※1且 x ∈ S f

这里, x ∈ S (X )  S (X
＊＊

) 。

由于 X
＊为 K_弱凸的, 因此{fn}是弱相对紧

集,所以 X 是K_弱光滑的 。

对于自反的 Banach空间, 有下面结论成立 。

定理 3　若 X是自反的Banach空间, 则X 是K_

弱凸的充要条件是 X 是K_严格凸的。

证明 　明显地, 只需证明X是自反且K_严格凸

时 X 一定是K_弱凸的。

如果 x ∈ S( X) , ‖xn ‖ =1且对某个 f ∈ Sx ,

f ( xn ) ※1( n ※∞) ,则由于 X 是自反的,因此{xn}

是弱相对紧的, 又因为 X 是K_严格凸的,所以 X 一

定是K_弱凸的 。

推论 1[ 2] 　自反 Banach空间 X 是K_强凸的当

且仅当 X 是K_严格凸且具有(H) 性质。

定理 4　若 X是自反的Banach空间, 则X 是K_

弱光滑的充要条件是 X 是K_光滑的。

定理5　设 X是 Banach空间,则 X
＊
是 K_弱光

滑的充要条件为:X 是自反的且X 是K_弱凸的 。

证明 　明显地,只需证明 X
＊是K_弱光滑时X

是自反的 。

设 f ∈ X
＊
, ‖ f ‖ =1,则存在 ‖ xn ‖ =1,使得

f ( xn) ※1。故 xn ( f ) =f ( xn ) ※1。由于 X
＊
是K_弱

光滑的, 因此{xn}是 X
＊＊中的弱相对紧集, 从而

{xn}是 X 中的弱相对紧集, 故存在 x ∈ X ,使得 xn
j

弱收敛于 x, 因而 f ( xn
j
) ※ f ( x ) ,因此 f ( x ) =1,且

‖ x‖ =1,由 James定理可知 Banach空间 X 自反。

推论 2[ 2] 　X
＊是 K_强光滑的且仅当X 是自反

的且 X 是K_严格凸且有( H) 性质 。

定理6　若X是K_弱凸的,则任意 x ∈ S( X )都

是 U(X ) 的 K_弱暴露点。

证明 　对任意 ‖x ‖ =1, 由 Hahn_Banach定

理, 有 f ∈ S ( X
＊
) ,使得 f ( x) =1。假设dim Af >K,

则有 k +1个线性无关的 x1, x2, …, xk , xk+1 ∈ Af , 因

此

k +1 =∑
k+1

i=1

f ( xi ) ≤ ‖ f ‖∑
k+1

i=1

‖ xi ‖ = k +1

但 X 是K_弱凸的, 因而 X 是K_严格凸的,故与 x1,

x2, …, xk , xk+1,线性无关矛盾, 因此 dim Af <K 。

若 xn ∈ S (X ) , f ( xn ) ※1( n ※∞) ,则由于X是

K_弱凸的,因此{xn}有子列{xn
j
},使得 xn

j
弱收敛于

x′。因而存在 yn ∈ co({xn
j
}) 收敛于 x′,故 dist( yn,

Af ) ※0,所以 x 是U( X ) 的K_弱暴露点 。

定理 7　 若 X 是 K_弱光滑 的, 则任意

f ∈ ∪
x∈ S( X )

Sx 都是U( X
＊
) 的K_弱暴露点 。

证明 　对任意 f ∈ ∪
x ∈ S ( X)

S x, 有某个S x使得f ∈

S x, 从而

f ( x) =1且 ‖ f ‖ =‖ x‖

故

x( f ) =1,这里 x ∈ S (X
＊＊

) , f ∈ Ax

由于 X 是K_光滑的, 因此

dim Sx <K

从而

dim Ax <K

　　当 f n ∈ S( X
＊
) , x ( fn) ※1( n ※∞) 时,由于 X

是 K_弱光滑的, 因此{fn}是弱相对紧的, 故有{f n
j
}

 {f n}, 使得 fn
j
弱收敛于 f′, 因而存在 gn ∈

co({fn
j
}) ,使得 gn ※ f′, 故

dist( gn, Ax) ※0

所以 f是U( X
＊
) 的 K_弱暴露点 。

最后,我们弄清了非常凸性与 K_弱凸性, 局部

一致凸性与 K_强凸性, 局部弱一致凸性与 K_弱凸

性的关系。

定理 8　若 X 是Banach空间, 则 X是非常凸的

当且仅当 X 是严格凸的且K_弱凸的 。

证明 　明显地,若 Banach空间 X 是非常凸的,
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则 X 是严格凸的且K_弱凸的 。

若 x ∈ S (X ) , ‖ xn ‖ =1且对某个 f ∈ S x, 有

f ( xn ) ※1( n ※∞) ,则{xn}是弱相对紧集, 从而存

在 xn
k
弱收敛于 x′, 因此 f ( x′) =1 。由于 Banach空

间 X是严格凸的, 因而 x =x′,从而 xn
k
弱收敛于 x,

所以 X 是非常凸的。

定理 9　若 X是 Banach空间,则 X 是非常光滑

的当且仅当 X 是光滑的且K_弱光滑的 。

定理10　若X 是Banach空间,则 X是局部一致

凸的当且仅当 X 是K_强凸的和严格凸的且具有

(WM) 性质。

证明 　明显地,若Banach空间X是局部一致凸

的, 则X是K_强凸的和严格凸的且具有( WM) 性质,

因此只需证明 Banach空间 X 是K_强凸的和严格凸

的且具有(WM) 性质时 X 一定是局部一致凸的。

若 x ∈ S ( X) , yn ∈ S (X ) ,使得 ‖( x+yn) /2‖

※1( n ※ ∞) , 则由于 X 具有( WM) 性质, 因此有

{yn}的子序列{yn
j
}, 使得 fx( yn

j
) ※1( nj ※∞) 。由

Banach空间 X 是K_强凸的可知存在{yn
j
k

}, 使得

{yn
j
k

}※ y 。又因为 X 是严格凸的, 所以 x =y ,从而

有 yn ※ x( n ※∞) ,因此Banach空间X 是局部一致

凸的 。

定理11　若X是Banach空间,则X是局部一致

凸的当且仅当 X 是K_弱凸的和严格凸的且具有

( WM) 性质 。
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K_Weakly Convex and K_Weakly Smooth

LI Yong_jin, SHU Xiao_bao

( Department of Mathematics, Sun Yat_sen( Zhongshan) University, Guangzhon 510275, China)

Abstract:The K_weakly convex and K_weakly smooth are defined.It is shown that K_weakly convex and K_weakly

smooth are dual notions, Banach space X is very convex if and only if X is strictly convex and K_weakly convex, and

Banach space X is locally uniformly convex if and only if X is K_strongly convex, strictly convex, and X has property

(WM) .

Key words:K_weakly convex;K_weakly smooth;K_weakly exposed point;property (WM)
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