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摘　要:对于满足开集条件的自相似集 E ,证明关于上凸密度的一个实现定理,即证明存在 U , 满足|U|> 0, 使

得 H2( E ∩ U) |U|s =1 。作为应用给出计算这类分形的 Hausdorff测度的一个表达式。最后提出某些问题和猜

测。
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　　当前分形几何的重要课题之一是计算或估计分

形的Hausdorff维数与测度, 但这2个问题都十分困

难, 特别是后者 。上凸密度计算与 Hausdorff测度

计算密切相关。本文讨论与之有关的问题。

1　基本定义和几个问题

设 n >0, E  R
n
和s ≥0并取R

n
的通常度量 。

记 A是 E的一个可数覆盖 。用|U|表示集合 U  

R
n
的直径。设δ>0。说A是 E的一个δ_覆盖,记作

A <δ,如果|Ui |≤δ,  i >0。设 t ≥0, 定义

H
t
( E ) =lim

δ※0
inf
A<δ∑

∞

i=1
|Ui |

t
≥0

称作 E 的t_维Hausdorff测度。容易证明(见文[ 1] 存

在惟一的非负实数, 使得
H

t
( E) =0,当 t > s

H
t
( E) =∞,当 t < s

这个 s称作E 的Hausdorff维数,记作 s =dimH ,而 E

的 Hausdorff 测度就是指 dimH( E)_维测度。在

Hausdorff测度的定义中包含 2个极限过程 。

问题 1　是否或在什么条件下存在E的覆盖 A

={Ui , i >0},使得

H
s
( E) =∑

∞

i
|Ui |

s

这样的 A ={Ui , i >0}的称作 E 的最好覆盖 。

设 x ∈ R
n
,并记 U( x ) 是包含 x的一个集合。定

义

 D
s
c( E , x) =lim

δ※0
sup

0<|U( x)|≤δ

H
s
( E ∩ U( x) )
|U ( x) |

s ≥0

叫作 E 在 x处的上凸密度。显然, 这里 U( x) 可以取

作凸集,但注意 U ( x) 不一定是 x 的邻域, 即 x不一

定是U ( x) 的内点 。在上凸密度的定义中也包含2个

极限过程 。上凸密度计算也是个非常困难的问题且

与求Hausdorff测度有密切关系。关于上凸密度, 我

们有以下结论
[ 1]
。

设 E是一个 s_集,即 E是H
s
可测的且dimH( E)

= s , 0<H
s
( E) <∞。则集合 E0 ={x ∈ E: D

s

c ( E,

x ) =1}可测且 H
s
( E0 ) =H

s
( E ) 。

问题2　是否或在什么条件下有 E0 =E ?

问题 3　对 x ∈ E , 是否或在什么条件下存在

U ( x) , |U ( x) |>0使得

 D
s
c ( E , x) =

H
s
( E ∩ U ( x) )

|U( x ) |
s

如果这样的 U ( x) 存在, 则这个式子称作 x 点的上

凸密度的一个有限实现 。

2　结果的陈述

设 D  R
n
是一个非空区域, 而 E  R

n
是由

m( >1) 个相似压缩S i ∶D ※D 定义的自相似集,相

似比分别为 0 < ci <1, i =1, 2, …, m,且满足开集

条件,即存在开集 V满足

V =∪
m

i=1
S i ( V) ,

S i ( V) ∩ S j ( V) = , 0 < i < j ≤m

如果进而满足

S i ( E ) ∩ S j ( E) = , 0 < i < j ≤m

则称 E 满足强分离条件
[ 1]
。

定理1　设 E 是一个 s_集。任给 δ>0,记 d =

sup
U ∈Rn ,|U|=δ

H
s
( E ∩ U )
|U|

s ,则存在 V  R
n
, |V|=δ
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使得 d =
H

s
( E ∩ V)

|V|
s 。

定理 2　设 E是如上给定的满足开集条件的自

相似集,则存在 U  R
n
, |U|>0,使得

H
s
( E ∩ U )

|U |
s

=1 。

本文称它为上凸密度 1的有限实现定理, 简称

实现定理 。

推论 1　假设同定理 2,则

H
s
( E) =|U|

s

∑
∞

i=1
αi

其中,
H

s
( E ∩ U )

|U|
s =1,而∑

∞

i=1
αi 是依赖U的一个正

项收敛级数。

说明:推论 1给出计算满足开集条件的自相似

集的Hausorff测度的1个表达式,但这个表达式依赖

于满足条件
H

s
( E ∩ U)

|U|
s =1的U 的存在,而对存在

这样的U ,我们的证明是存在性而非构造性的 。一般

说来,寻求这样的 U 也是非常困难的。但是,可以寻

求这样的U ,使得
H

s
( E ∩ U)

|U |
s ≈1, 从而得到 H

s
( E)

的上限估计, 且H
s
( E ∩ U)
|U |

s 越接近 1, 估计结果越

好。这就是我们在文[ 2 -5] 中提出和使用的所谓

“部分估计原理”(注意, 对满足开集条件的自相似

集,总有
H

s
( E ∩ U )

|U|
s ≤1,见文[ 4] ) 。

推论 2　假设同定理2, 则存在 E 的H
s
_几乎处

处覆盖A={Ui , i >0},即H
s
( E -∪

i>0
Ui ) =0,使得

H
s

( E) =∑
i>0
|Ui |

s

。本文证明将在别处给出 。最后

提出 2个猜测。

　　猜测 1　记三分Cantor集的拓扑积(图 1) 的一

个顶点为 A,则  D
s

c ( E, A) <1。这个问题看似简单,

但实际上却是十分困难的。

　 　

　 　

图 1　三分 Cantor集与自身的乘积

Fig.1　The product of the middle

third Cantor set with itself

　　猜测 2　假设同定理 2, 存在 E 的最好覆盖 A

={Ui , i >0},即 H
s
( E) =∑

i>0

|U|
s
当且仅当E0

=E 。
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The Upper Convex Density and Hausdorff Measure

———The Self_similar Set Satisfying OSC

ZHOU Zuo_ling

( Lingnan College, Sun Yat_sen( Zhongshan) University, Guangzhou 510275, China)

Abstract:For a self_similar set E satisfying OSC, a realization on the upper convex density is proved, that is, there is

U with U >0 such that H
s
( E ∩U )  U 

s
=1, and as its application, a formula for the calculation of the Hausdorff

meaure of E is obtained.Some problems and conjectures are also proposed.
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