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摘　要:研究了一类卷积型积分微分方程 , 利用李雅普诺夫方法 , 给出了判定 n 维系统中卷积型积分微分方程

的零解一致渐近稳定性的定理以及其 Volterra方程的零解渐近稳定性的定理 , 推广了已有的结果。
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　　本文研究一类卷积型积分微分方程

x′(t)=Ax(t)+∫
t

0
B(t -s)x(s)ds (1)

其中 , A是n ×n常数矩阵 , B(t)是(0 , ∞)上 n ×n

连续函数矩阵 , 还研究了方程(1)的标量形式即

Volterra 方程:

x′(t)=a(t)x(t)+∫
t

0
b(t -s)x(s)ds (2)

文[ 1]给出了用特征方程根的位置表示的方程(1)的

渐近稳定性定理 ,文[ 2 ,3]给出了判定方程(2)的零

解一致渐近稳定性的定理。下面首先将文[ 3] 的结

果推广到 n维系统 ,即得到方程(1)的解一致渐近稳

定性定理 ,其次得到方程(2)的 1个新的结果 。

1　主要结果

以R
n
表示实n维空间 ,当 x ∈ R

n
,以|x|表示

x 的模 ,以 ‖A‖表示 n ×n矩阵模 ,以 μ(A)表示

矩阵 A的测度 ,定义如下

μ(A)=lim
h※0

‖ I +hA ‖ -1
h

　　关于矩阵测度有如下性质:

引理 1　对任意矩阵 A 和 B , 下列不等式成

立:

1)Re λ(A)≤μ(A),

其中 , λ(A)是 A的特征值;

2)μ(A +B)≤μ(A)+μ(B);

3)μ(A)≤‖A ‖。

定理 1　设 B(t)在[ 0 , ∞)上可积 ,且

μ(A)+∫
∞

0
‖B(t)‖dt <0 (3)

　　则方程(1)的零解一致渐近稳定 。

证明 　假设存在 S0 ,使得

det(S 0I -A -B
＊
(S0))=0 ,Re S0 ≥0

则存在 矩阵 A + B
＊
(S0)的特征 值 λ(A +

B
＊(S0)),使得 S 0 =λ(A +B

＊(S0))。由引理1得

Re S0 =Re λ(A +B
＊
(S0))≤

μ(A +B
＊
(S0))≤

μ(A)+μ(B
＊
(S 0))≤

μ(A)+‖B＊(S0)‖ ≤

μ(A)+∫
∞

0
‖B(t)‖d t <0

此与 Re S0≥0相矛盾。定理 1证毕 。

例 1　设 A和B(t)分别是 A =
-α 1

-1 -α
,

B(t)=
0 ce-βt

ce-β t 0
,其中α>0 , β >0 , c是实常

数 ,利用模|x|= ∑
n

i=1
|xi|

2 ,容易验证当|c|<

αβ时 ,方程(1)的零解是一致渐近稳定的 。

2　Volterra方程零解渐近稳定性定理

下面研究方程(2),先证明 1个引理。

引理2　设在[ 0 , ∞)上存在非负函数 V(t),使

得

V′(t)≤-W(t)+r(t) (4)

其中 ,W(t)在[ 0 , ∞)上非负连续 , r(t)∈ L
1[ 0 ,

∞),若W′(t)有上界或下界 ,则当 t ※∞时有W(t)

※0。

证明 　不妨设 W′(t)有上界 L >0 , 如果当 t

※∞时 ,W(t)※0 ,则存在ε>0和序列{ti}使得当

i ※∞时 , t i ※∞,且 W(ti)≥ε,定义区间
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Ii = ti -
ε
2L
, ti (i =1 ,2 ,3 , …)

取 L 适当大使区间 Ii互不相交。对任意 t ∈ Ii ,有

∫
t
i

t
W′(s)ds ≤L(ti -t)≤L

ε
2L
=
ε
2

和

∫
t
i

t
W′(s)ds =W(ti)-W(t)≥ε-W(t)

故有 W(t)≥ ε
2
, t ∈ Ii , i =1 ,2 , … ,由条件(4)得

V(t)≤V(t 0)-∫
t

t
0

W(s)ds +∫
t

t
0

r(s)ds ≤

V(t0)-∑
n

i=1∫
t
i

t
i
-
ε
2L

W(s)ds +∫
t

t
0

r(s)ds ≤

V(t 0)-n
ε2

4L
+∫

t

t
0

r(s)d s , t ≥ t0

当 n充分大时 ,上式产生 V(t)<0 ,此与 V(t)≥0

矛盾 ,引理 2证毕 。

定理 2　设 α(t), b(t)∈ L
1[ 0 , ∞),函数α(t)

在[ 0 , ∞)上非负有界连续 , b(t)在[ 0 , ∞)上3次连

续可微 ,且

(-1)kb(k)(t)≤0 , k =0 ,1 ,2 , …

则方程 (2)的零解渐近稳定。

证明　考虑泛函

V(t , x(·))=

x
2(t)-2∫

t

0
b(t -s)x(s)∫

t

s
x(τ)dτds

则

V′(2)(t , x(·))=2a(t)x
2
(t)-

2∫
t

0
b′(t -s)x(s)∫

t

s
x(τ)dτds

由分部积分得到

∫
t

0
b(t -s)x(s)∫

t

s
x(τ)dτds =

1
2
b(t)∫

t

0
x(τ)dτ

2

-

1
2∫

t

0
b′(t -s)∫

t

s
x(τ)dτ

2

ds

和

∫
t

0
b′(t -s)x(s)∫

t

s
x(τ)dτds =

1
2 b′(t)∫

t

0
x(τ)dτ

2

-

1
2∫

t

0
b″(t -s)∫

t

s
x(τ)dτ

2

ds

因此 , 有

V(t , x(·))= x
2
(t)-b(t)∫

t

0
x(τ)dτ

2

+

∫
t

0
b′(t -s)∫

t

s
x(τ)dτ

2

ds

和

V′(2)(t , x(·))=

2a(t)x2(t)-b′(t)∫
t

0
x(τ)dτ

2

+

∫
t

0
b″(t -s)∫

t

s
x(τ)dτ

2

ds

由 b(t)≤0 ,b′(t)≥0和 b″(t)≤0得

V(t , x(·))≥ x
2(t),

V′(2)(t , x(·))≤2a(t)x
2(t)

因此 , 对初始函数φ有

x
2
(t , t 0 , φ)≤V(t , x(·))≤

V(t 0 , φ(·))exp 2∫
t

t
0

a(s)ds (5)

　　从 a(t)∈ L
1[ 0 , ∞),对任意ε>0 ,可以找到δ

=δ(ε, t 0),使得当|φ(t)|<ε, t ∈ [ 0 , t 0] 时 ,恒有

|x(t , t0 , φ)|<ε对一切 t ≥ t0成立。因此方程(2)

的零解是稳定的。

现在定义泛函

r(t , x(·))=2a(t)x
2
(t),

W(t , x(·))=b′(t)∫
t

0
x(τ)dτ

2

-

∫
t

0
b″(t -s)∫

t

s
x(τ)dτ

2

ds

由不等式 (5), 存在常数 k >0使得对一切 t ≥0有

|x(t)|<k ,令 r(t)=r(t , x(·)),则 x(t)∈ L
1
[ 0 ,

∞)。注意到 b′(t)≥0 和 b″(t)≤0 , 有 W(t)=

W(t , x(·))≥0 ,故

V′(2)(t , x(·))=-W(t , x(·))+r(t , x(·))

则

W′(2)(t , x(·))=

b″(t)∫
t

0
x(τ)dτ

2

-

∫
t

0
b″′(t -s)∫

t

0
x(τ)dτ

2

ds -

2x(t)∫
t

0
b′(t -s)x(s)ds

注意到 b″(t)≤0 , b″′(t)≥0 ,有

W′(2)(t , x(·))≤-2x(t)∫
t

0
b′(t -s)x(s)ds

由 b(t)≤0 ,b′(t)≥0 ,得

∫
∞

0
b′(t)dt =b(∞)-b(0)<∞

又|x(t)|<k ,因此W′(2)(t , x(·))有上界。则由引

理(2)得到

W(t , x(·))※0 , t ※0

故有
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lim
t※∞∫

t

0
b″(t -s)∫

t

s
x(τ)dτ

2

d s =0

　　可以证明 b″(t)<0 ,故存在 T >0使得

lim
t※∞

b″(T)∫
t

t-T∫
t

s
x(τ)dτ

2

ds =0

即 lim
t※∞∫

t

t-T∫
t

s
x(τ)dτ

2

ds =0

假设当 t ※∞时 x(t)※0 ,则存在 η>0和序

列{t i},使得当 i ※∞时 ti ※∞,且|x(ti)|>η,

因 a(t)有界 ,b(t)∈ L
1[ 0 , ∞),故有|x′(t)|<L ,

则存在 μ>0和 δ>0使得

|x(t)|>μ,  t ∈ [ t i -δ, t i]

因此有

∫
t
i

t
i
-δ∫

t
i

s
i

x(τ)dτ
2

ds ≥

μ2∫
t
i

t
i
-δ
(ti -s)2ds =

1
3
μ2δ3 >0

此矛盾完成了定理的证明。

例 2　在方程 (2)中设

a(t)=
1

(t +1)
2 , b(t)=-

1

(t +1)
2

此时 , 有

a(t)+∫
∞

0
|b(t)|d t =

1

(t +1)2
+1 >0 , t ≥0

满足定理 (2)的全部条件 , 因此方程的零解是渐

近稳定的。
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Asymptotic Stability of Integrodifferential

Equations of the Convolution Type

CHEN Tai_dao , REN Chong_xun

(Department of Mathematics , Qiongzhou University , Wuzhishan Hainan 572200 , China)

Abstract:A class of integrodifferential equations of the convolution type is studied.A theorem to judgem asymptotic

stability of zero solution of this equation is obtained by Lyapunov method , and a theorem to judge asymptotic stability of

zero solution of Volterra equation of this integrodifferential equation is obtained.These theorems expand existing results.

Key words:convolution type;integrodifferential equation;zero solution;asymptotic stability
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